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3. Hill, Fragmenta theoriae aequationum lineariter differentialium. | 


1. 


Fragmenta Theoriae aequationum lineariter 
differentialium. 
(Auctore ©. J.D. Hill, math. prof. Lundae.) 


Um aliquot calculi compendia, quae in hac elaboranda deteximus, in 
publicum praeire edenda credidimus, sequentia jam praemonenda putamus. 
Olim jam seriem efe +cefc+ cf +....+.... (lagmaticam jam nobis 
dietam ) accuratius pensitavimus, et ejus summandae regulas in hoc Ipso 
diario Tom. V. pag. 319 sq. descripsimus; unde facile vidisti, ipsam com- 
putatum iri, quoties co@fficientes c, ©,, €, etc. aliquatenus convergant, idque 
si vel functiones derivatae Of, O’fx etc. minus notae (ut cum fr —=Tr 
apud cel. Legendre), vel si hi co@fficientes variabiles essent. Cum haec 
observaverimus, de functione quacunque X in similem seriem evolvenda 
cura nobis fuit, et praecipue primum convergentiae obtlinendae causa posui- 
mus fx = a,” "+ a, Br + m,ß"r +... —= [(aß“*), exsistentibus ı,. 
©, w, etc. quantitatibus parvis, et @,, @,, a, primum constantibus, tum vero 
variabilibus; deinde vero seriem antea descriptam casu generaliori, quo e, 
€ E25 +... functiones ipsius = sunt, et fx quaecunque, perscrutati sumus, 
utque functionis cujusvis A evolutionem consideravimus. Praecipuas huc 
pertinentes formulas, quivis facile reperiet. *) 

Ab altera vero parte, cum diu frustra solutionem aequationum linea- 
riter differentialium quadraturae indefinitae ope instituendam perquisivimus. 
tandem persuas! fuimus, has suo ipsarum solvendi genere donandas esse. 
ideoque ipsarum indolem accuratius perscrutandam. 

Data igitur ejusmodi aequatione lineari 

aytwoytacdyt...+40'y=Ä, 
x x x 
observavimus, partim in hac theoria partes, qualis haec sinistra a, y+ a,öY +... 


x 





*) Haud forsan importune tamen observare licet, si fx sub forma c+c, + 
nr + 1 .... evoluta fuerit, ita ad aequationes ce = /u, ce, = Saw, c,=faw*, 
ce, = Saw? etc. quarum solutionem |. c. dedimus, perventum ir. 
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est saepissime occurrere, ut neque calcules nostros breviter perfici neque 
(heoremata coneinne exprimi possent, nisi talem signo quodam simpliciori 


n n 
et expressivo (ex. gr. (ad)y vel ady) breviter indicaremus; partem sub- 
stitutionem y = uz, quam et plurimi Geometrae ante nos sane instiluerunt, 
singularem evolutiones legem introducere. 


4 


Posuimus igitur primum a yt+ ey +@Oy+ ...+ua,0"y= (u06)y, 
exisiente 0’, ( d’y seu 0’ ur Si 4,, a etc. fn 
iste o0v=— ee a Zn ı d, EiC. INNC- 
“ (da) u ce ) 1 2:3 ...» r’ ”. ı? re 


tiones ipsius x fuerint, — ut aequatio modo proposita breviter par «dy = 
A seribatur; deinde vero observavimus aliquid commodi attingi, si partim 
aequationem sub formam: 


ay+ady+taV’y+...+4,V’y=X, 


eamque contractam per (ad)y=Ä vel (ad)y = Ä scriberemus, ubi d’y 
d’y . . . P . 

— Ory fi Arbo = — si coeflie aria- 
, (apud Arbogast) 1.2. rer’ et parlım si co@flicientes (varia 


biles, si placet) par n,, %2,, %,, .... Signaremus, quo casu Q,y+n,dy-+n,d'y 

+ ....+n,d"y brevius per (n’d)y vel (n'd)y indicatur, quo facto 
MV)y=XÄ 

brevissime aequationem lineariter differentialem ordinis n" indieat. Haec 

ad signa nostra intelligenda sufficiant. 


Jam vero si substitutionem memoratam efleceris (vel in dissertatione 


n 
cel. Libri inhoc Diario Tom.1IX. divulgata inspexeris), posuerisque (ad)(A'y) 
—=b,.y+b.0y+b,..0°y+...+b5,.0"y, videbis, co@fficientes d,, d,, b, etc. 
valoribus in fragmento mox subsequente exhibitis, gaudere. 


Cum vero observavimus, terminum quemcunque ipsius d,, ex. gr. 
ra,0'='X, ex correspondente ipsius db,, a,0”ÄX, eodem modo oriri, ac si 
hune secundum ipsum derivationis signum d differentiaremus, (est nempe 
d(a,0")X a, da) N ai w rien ER, 

nl na s 25 a,ro X), similiterque b, ex. d, etc. oriri, per- 
d(0) d(o) | 

speximus hujus seriei terminos singulari quodam derivationis genere a se 

invicem dependere, eoque singulari signo distributivo I vel r vel D, (cum 


naturale d minus commode videtur) definiendo; de cujus indole jam sequens 
d 


fragmentum fusius tractat. 
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/. Hill, Fragmenta Theoriae acquationum lineariter differentialium. 


Fragmentum 1. 


Quoniam, ut jam indicavimus, formula tagmatica seu secundum deri- 
vata ipsius y ordinata 
Y=ay+taoy+a0öy-t....+a,0'y, 


quam et ita breviier scripsimus * 
n 
Y= (a0)y, 
ponendo Ay loco ipsius y, mutatur in novam formam linearem 


Y’ = by+boy+tböy-t ....+b,0"y 
seu brevius Y’ = (b"0)y, existentibus 


b,=aÄ+a9gXA+a,"X +... +a0X = (ad) X 
bb = a X + 2a, 9X +3, °X + .... +na,0'X = $((ad)X) 
DETERILE N. +4n" a9 X = "((ad)X) 


l 

Q 

- 
+ 
S 
Q, 
Se 
+ 


> 


Air 


r n 


u am N . 
a °) A); nemo non videt, formam (5"&)y etiam 


hunc in modum explicari posse: 





generatimque b, = 


bWo)y=by+3b.0y+ ee .Oy-H+.... ELLE oe, 


I; u 
ubique scilicet 6, loco formulae ipsi aequalis (ad) X introducto. Similiter 


igitur et forma data (aö)y. per 
ay+9%a,.0y+:Fa,.%y+ 53 Pa:Py+... 
vel etiam per 
ay+YIa.dy+Fa.dy +Fa.®y+....+9a.vd’y, 


aut per 


ay+Ia.0Yy+Fa.dy-+..... 
c 4 


ponendo a, = TU, .=Ya=41Ya, = Va = - .$Pa, etc. 

n 
explicatur; idemque de forma lineare quacunque, quandoquidem (a©)y ut- 
cunque dari possit, tenendum est. 

Quoniam vero co6fficientes @,, 4%, 4, .... a, ad arbitrium accipi 
possunt, etiam haec signa a, Ja, Ja, Ja etc. similiterque exinde b, 35‘, 


Ib etc. functiones quascunque (ipsius X, si y ipsius x est functio habenda, 
vel 0’y loco scriptum est) significare possunt, easque diversissimas, 


aM 
1 ” 


Ey 
(d.xy’ 
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nulloque inter se vinculo junctas, praetergquam quod simul coefficientes in 
eadem forma lineari sint. Haecque praecipua novi nostri calculi est vis, 
cum ita functiones arbitrariae innumerae in calculum simplieissimum intro- 
ducantur. 

Sin vero harum funetionum prima b, secundum functionis cujusdam X 
differentialia aliguo modo explicata datur, (id, quod varie efficitur in formis 
finitis, quandoquidem co@fficientes @,, &, &y 2... 4, +... 4, vel a, Ja, 9a, ... 
arbitrariae sint functiones, numeroque finito n adsint, scilicet ita: d, = 
(48) X, seu 

b,= wÄtageX +,’ X +... +4." X 
seu 
b= a.AÄ+Ia.09X+ Ya.” X +... +9a.v” X; 
tum etiam reliquarum explicandi modus datur, nempe 


HB = a,X+20,0X +... +na,0'X, 


(seu = 9a. X + 90.04... 4 


seu brevius Ib = I((ad)X); similiterque 
Sb=%0I) = 2. X +3a9X +... +n,.u,0"” X) 


su Jb=% ((ad) X), etc. 

Patet vero Ib esse formam linearem secundum derivata ipsius X 
uno gradu inferiorem acd; quare et ipsam hune in modum ..scribere licet: 
Ib = (ar'0)X, existnte „= a = 9a, Ya=2a=Na, Fla) = 
2.3a, = Pa generatimque Y(’a) = Ft'a, seu (9a) = F+'a, unde 
iterando elicitur "a =%J"a. 

Est scilicet 35 tum =b, = a, Ä+20, 9 X+3a, °X+ .... + na,0""X 
tum (ex modo positis) = aX +Ia.eX + 1Y u." X 4 ......... 
I"1('a).0""!X, itemque 
5, = 90.242.72.52,43.7. 02, 39 ur, 
unde, co6fficientes ipsius 6” X comparando, dictae formulae elucent. Evol- 





ar-ı X) 


TEN 








vendo vero (ad) (Ay)+ (ed) (Xy) facile evincitur, fore 


I"((ad)X+ (X) = H(ad)X+Y" (co) X, 
seu I”"(&-+Y) 9”"a4+9" 7. 


Quoniam vero 9(Ja)=I*'a, quod et = I’(‘a), generatim, idque 


I 1 


coneinnius, $a loco ‘a ponere licet; quare Id = ( a )o)yX, siquidem 
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b= (ad) X fuerit. Est igitur I((a0) X) = (($ a )2)X. Similiterque evin- 
eitur, esse Yd =} ((ad)X) == (Fa )d)X, generatimque Fb = I ((ad)X) 
= (9 a )6)X. 

Est enim 


er a.X+3a.0X+75.%X4 RE hi 

















1,2 
+ a dr Futra ns u 
| +75 Fr 2; 3 a TERM 
indeque Ä 
"a a Ad.) A 
Sb = Ja.X-+....+ ED u re + .... 
alque 
aa In ih Kr ns Fra.d At... 
he > ge ae Gr“ re aa © er le +5) 


existente nr —— alas % fe ne 1)) = facultate r rm a 
decrescentium a2, n—1, n—? elc., seu | 


Yin Pe a 





2.8... 
atque 
IE = Ya.X+ Ira... 4 Zeiten, 


seu concinnius 
Sb = $a.XH+..+9a.v 7X +. 
alque 
Ib = Ya.Xt.. +Irav X... = lad). 

At 

(Fa))X = (Fa). XK+IFa)dK +... + IR)" X... 
atque 

(Fa))X = (Fa). KAH-IFa)dAÄH+.. +) VI... 


praeterea Fa = 3 (9a), speciatimque 9”(Sa) =I9"ta = $a, posito 


m—=r—?; quare formarum $ ((ad)X)— (9 a )d) X convenientia bene 
sibi constat. 
Simul vero perspicitur, divisores numericos optime differentialibus 


IX ir 
13.5, Acau=_gI°, ut 


apud cel. Arbogast), sub hac enim forma nullum faciunt negofium. (Quo 





ipsius A jungi, et quidem hunc in modum 


n 
facto theorema nostrum universale pro forma lineari ad(Ay) evolvenda 
ıta sonat. 
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Existente (aö)y= ay e DE y+Yavy+..+9Y'a.d”y, erit 
(aö)(X — (a0)X. Yy+((( (9a ,)ö) ÄA).dy-+((($ iz )EJ)A).U’Y + .... 


+Fa))X.vy+.. +9 a )0)Xıyy 


ubı 


nn} 
r 


(Sa) 


ON 


I), = Ya.AÄ+ Ira dDA+ Ira. PX + Ira. VI... 
ME "WE u. € 


n n 
vel etiam, facto (ad)X = u, erit (a0) Ay) = ec Pa.öyt.. 


.+$9a.0"y; atque 9"a = 9”"(ad)X = ((9" a )E)X.*) Mac igitur 


forma adhibita, valor transformati polynomii tagmatici omnimodi explicitus, 
ideoque indepedenter ut dieunt, exhibebitur, nempe in co@fficientibus datis 
a, 9a, Ya elc. mE 


Forma vero (a eo) Ay)= (b8) e)y seu = (((ad)X")d)y est implicita, 
casus evolutio inchoata haec est: 


(ad)(Xy) = (bö)y —= (a0)A.y+9((aö) X).Ey+3(ao)X).”y+....*). 


=) Formula haec facile ope notissima 
o(Xy) — oe A.yto! A.0y+09? A.0:y-+.. ‘ 
c c C € f 
domonstratur. Ita enim (a0)(A'y) seu polynomium 
a.Ay+%a.o(Ay)+%?a.0?2(Ay)+.... +9 a. (Ay)+... 
in hoc gr 
a.Ayt%a.(cA.y+ AÄ.oy) 
+42 u. (. Yyt+oA.oy+ A.0?y) 
+90. X.y+92X.0) +0X.0?y+A.0°y) 
c c € [4 
+9a.(” A yto1X.0oy+07X,0?y-+....) 
+U"a. (er .Y +eor'K.0y + a y+....) 


iz) 


ner ai in 
n—l n—r 


(ae) A.y+((# a )IX.y +9 )NX.ör+... +4 a )o)A.: ey. 
mutatur, quandoquidem aA+Ya. 0 K+9a. 0? X +... +HMa." X nel (ad) FE 


er similiter Ya. U? a.0A+....+Ü"a.c""!X per ((I"-1a)0)X, etc. breviter signi- - 


ficatur. 


n 
**) Existente igitur @« = (ad) A’; quantitates da, #:a,.... Da coäflicien- 





ne 
N I 














DREIER ehe 


“ 
er 








ee 
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Praeterea monemus, signum nostrum 9 vel D, originarie hoc valebat, ut loco 
ipsius a.0’y, si huic praefigebatur, sumeretur raö’""y, nempe S(a.c'y)= 
raö''y, existentibus « et y quidem functionibus ipsius, x, manente tamen « 
secundum operationem 3 constante (quare et 9,(@0’y) scribi potest), prae- 
terea, ul jam innuimus, distributivum esse (seu ejus indolis, ut S(p-+ 9) 
—=Jp-+9Ig sit, quolies p et g series tagmaticae fuerint), exque hac ipsa 
modo instituta evolutione novum nancisci significatum. Videmus enim, tagma 
—= (a6) X huie operationi (9) subjectum ex forma sua Ba 
aÄA+ sa AÄA+ Fa VA +... +9a.VvÄ = uyX = —= (uV)ÄX 

migrari in 

3a.X+Ya.vdXÄ + gi er + Ira VL +... +9u.v X, 

r ro!y rin 

(est enim Id hf )= Me _ = = - = u = d’-1y.) . 


1L.2..0.7 7 iss. 1.2...(r—1) 





ideoque $((ad)X) significare, non modo in unoquoque ipsius (ad) X explicati 


termino (Fr a.v'X) esse sumendum D’X loco ipsius VA (quo facto 
in 9+a4.0’X migrat), sed etiam, si mavis, mutandum esse Ja in Sta, 
existente 3"*'a = 0 (utut haudquaquam praesente). Üt.igitur totam novi 


nn — 


tes derivatarum Oy, d?y, .... d’y ipsius y in serie tagmatice evoluta (ao) ern 
significant. Etiam ex hac notione ipsarum proprietas fundamentalis Voram a 


ita demonstrari potest. Suscipiamus scilicet evolutionem formulae (aö)(. 1yZ) idque 
dupliciter, faciendo modo AyZ= X.(yZ) et modo = (AZ).y. 1lo casu erit, si 


n 


@ — (a0) A valor aliquatenus evolutus 


= a.yZ+4a.0(yZ)+Ü:e. 0% (y2) +.. ne: er (yZ)+... 


hoc vero 


— (ad)(XZ).y+ (ao) (AZ). 9y +... +9 (ad) (XZ).y +. 


Ut vero hi valores comparari possint, ulterius evolvendum est tum 0’ uz, tum 
n 
(ao) (AZ). 
"Est vero O(yZ) = 2.0 y+92.0y4+ u. +0" Z.o"TyH........, atque 
c c € e 


si Ha) X=R ponitur, 9” (ad) (XAZ)=P. EUR. 0oZ+....+4% Bd" Z+....+... 
Erit itaque in illo casu terminus generals — Wa.o"Z.o—" y atque in hoc 
= auPß. onZ. 0” ‚ qui utrique necessario conveniant, Si m = u atque v=r—m seu 
y m vide Aaeinee: Inde igitur colligitu 9”"A=Wa= #+t”ra. Est verro = Wr, 
ideoque ”t"a=4"(9e) Q.E.D 


Ex ipsa hac demonstratione vero patet, ı* ad derivata functionis X referri, se- 
cundum quae tum @ tum 9 ordinata sunt. 
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nostri calculi vim et indolem breviter teneas, ponamus X —= fx atque f(x-+e) 
—fc+tefi step H+..+efxX+....,seuv’ X=/,r, ut habeamus func- 
tionem derivatarum seriem fx, fi, fh, +... f,x, f,x, quarum prima tantum 
uteunque sumi potest, reliquae vero determinato modo, nempe notissimo 
derivandi, inde successive generantur; adsumamusque praeterea aequalem 
n +1 functionum omnino arbitrariarum numerum, quae tamen certo ordine 
sibi invicem subsequuntur, ideoque, ut ipse hie ordo recte teneatur, per a, 
3a, 9°a, ..:.974, »... indicantur; et functiones utriusque seriei ejusdem 
loci in se invicem ducamus productaque in unam summam colligamus 


afc+Ia.pe +Fa.fct+t.... +Ya.f,c +... +Ya.f,2e (= o), 
quam breviter signo (aö)fx atque nomine serzer lagmalicae ordinis n in- 
signimus. His positis, series tagmatica in similem mutatur, vel functionem 
quameunque derivativam (f,x) in proxime antecedentem (f,_,x) mutando, 
id quod per 3; insignitur, ut 9,(f,2) = f,_\% sit, atque 
IY(gHa.rc +9) = Ya.f_, ce +Na. fd, 

vel etiam unamquamque functionem arbitrariam ($’a) iu ipsam proximo or- 
dine subsequentem (9”*'a) mutando, id quod per 9, indicari potest, ut 
.ga)=Ytr'a fit, atque 

9.9a.ce +Ya.fr) = race +Ntra.f,r; 
utroque vero modo idem obtinebitur, nempe 
Ya.fc+Fa.fict...+Ya.f rc +Ira.fcCH+...+%9a.f,_1X, 


quod ipsius (aö)fz lagma prtmum dicimus et per $(lao)fx) InSIgnimus. 


Est igitur hoc ei — 3,((a0)f(x)) et — 9,((aö)f(&)); nam obiter determi- 
natum tantum numerum (rn -+ 1)tum functionum derivatarum fe (=0"fr), 
fi £, »..- „X, tum arbitrarium a, I, 3°4, .... 9a consideramus, quare fum 
$,f2=0, tum 9,(9'a)= 0, cum 9"t!g haud detur. 


Patet vero similiter /Zagma secundum 


N ((ad)fx) per (I(lad)fr)). 


et lertmun 
P((aö)fx) per IIFllad)fx)) etc. 


n n 
generatimque I (aö)fx per S(I(ao)fx) definitum iri, horumque utrum- 
que duplicem significatum specialem tribui posse, nempe I, et Sc, seu 





en 








i Te a 
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ejusmodi, ut vel ad mutationem iunctionum derivatarum vel ad arbitrariarum 
referatur, quod utrumque eodem redit. *) 
Praeterea hujusmodi signa proprie non nisi seriei lagmalicae ay—+ 


3a.dy+ ...4+9"a.d"y vel ejus signo complexo (ad)y praefigi potest, 
Bj 


improprie vero signo functionis, ex. gr. TF'z, quo casu significatu carebit. 


nisi haec funetio in ejusmodi seriem applicata fuerit. Ex. gr. si Fx = (uö)f. 
2 
. . . ”, » . Q)} N . . . 
fuerit, sane loco ipsius I’(ae)fx breviter I F'.w scribere licebit. 
Forma vero (ad)y novum quasi funchonum genus constituit, cujus 
evolutioni tagmata nostra aeque inserviunt ac vulgaribus diflerentialia, quod- 
que ab his sejungi nequit, utrisque ad idem doctrinae corpus pertlinentihus, 


+ 
“ 


n n } 
et series (ad) Ay)= (ad) Ä.y+Ilad)Ä).vy+:Flad)Ä)V’y-+... 


seu, si 2 = » fuerit, (qui casus singulari cautione tractandus est), ideoque 
n seu x non adsceribitur, haec 

h - ) - aria vr Bu ke 

EN u . | £ . a AL Zu N 

ad) Ay) = ddA.y+149(ddA).dy-+ 5.37 (dr A)U’y-+.. 


his formis idem est ac series T'aylorea vulgaribus. 
Patet vero formas similes plurium arbitrarium dari, quae considerando 
aequationem differentialem lineariter particularem 
az tacz tu Vz +... 
x x 


+a ex +n'ddz +...) —= Z, facile inveniuntur, 


x) 
+a, 2 +... 


de quibus tamen alio tempore. In praesente vero exemplum tantum unun 
alterumve usum caleuli nostri monstrans, subjungemus. 


Fragmentum 1. 


Probl. Functonibus quwibusdam (n) datis videlicet b,. b,, b..... 
by, .... d,, insuperque aliqua A, alias totidem a,, a, &;, .... a, ila definire, 
ut ipsae coöfficientes ad hujus (A) differentialia sint, dum lineariter ad 
has explicantur ; nempe 


n +? n 


b. — (a 0) A, b, — N (a 0) A, b, ——— (a 0) Ä, eic. 


2 


*) Operationis hujus tagmaticae regulae, quales jam in textu demonstrantur, bre- 
viter ın programmate d. 22. Jun. 1835 dato indicata sunt. (Additamentum editoris.) 
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E'unctio vero X quaecungue esse potest, dummodo si algebraica 
integra fuerit, gradus saltem altioris ac (n). Quae cum ita desiderentur, 
. . I f} S ur . . . . . 
erit generalim 6, = ——, ——, (49) X, seu explicatione rite institula 
b,=a,X+ (r+H1).4,,9X+..+(r+s),0,9' X -+...+n,_,40,0""Ä, 
ideoque speciatim 


(1) b,=aÄ, 


quandoquidem 4,4, = 0), 


(2?) 5,_,= 4a, Ä+na 0A, 
(3) Bb,_. = a_ÄXÄ+(n—1)a_,ceAÄ+n.a, 0X, 
(4) b,_, = 4,,XÄ+(n—?) a, 0 X+(n— 1),a_, "X +n.a 0X, 
generatimque 
(5) 5b, = 4-A+(n—(s—1)).a,_,-1,:0X 
+ (n— (s— Y)).4,_,_- PX +... +n.a,0X, 
Fb, 


quas aequaliones et retro juxta regulam = Du, seu 


r-+1 
Yb,' = nd, 96, = (n—1)b, .,. 1 ta = (a Db, .,. ie 
comprobare possis. Harum vera aequationum prima (1) aperte praebet 
b, 


4, = 7, hocque valore in suhsidium vocato, secunda (2) suppeditat 
Di 2 . b, oO F 1% 
d._; pe „> re 2 s 
A A? 


similiterque deinde ex tertia (3) habetur 
bn _ (n—1)bnıd X UN: 0X 
ee +m0, =. RR > ); 
item ex sequente habebitur «#,_,, et ex reliquis successive @, ,, 4,_s ec. 


usque ad @,, quae ultima ex aequatione d, = (ad)X= X + a0 X-+.... 
obtinetur. 

Quoniam enim unaquaeque aequatio posterior non nisi unam habet 
ignotam, quae lis, quae Jam ex prioribus quaerantur, accedit, has aequatio- 
nes solvendi facultas per se constat. At vero et ipsae hae solutiones sub 
forma brevi memoratu digna exhiberi possunt. Patet enim, ex valoribus 
modo expositis fore 


( 1’) a. = b, x” - 
( 2‘) d,-ı a b,-ı er + n b, ? Ö (X!) ; 
(3) 5. = b,»X"+(n—1).b,_”,.9(X") +n,5,9°(X7)); 
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indeque jam conjicitur 


(4) 4, = b,,-A + (n—2).b,, 0 (AT) +(n— 1 
+ N; b, 0° (X); 


y.d 


‘’« 


u 
id quod et facile comprobatur, hos valores (1, 2’, 3‘, 4°) in aequationem (4) 
substituendo: ita enim haec evadit 


ae TEE NE 
quandoquidem coöfficiens ipsius db,_, ita ft (n— 2). (ACA 7" + X TON) seu 
—= (n—?2)0.(X. AT), atque ipsius d,_,:(n—1), (A (X) +20X,.0(X") 


\ 


+PA.(X7)) seu (n—1),.0°(X.AX "), itemque ipsius b,: 
n,.[K (A) + 3.0.0 (KA) HI AK. KT) + O®X.(X] 
seu n,0°(AT'Ä); quae omnes aperte nihilo aequantur, quandoquidem X. X 
—=1= const. sit, ideoque 0 (X.AX=)=0. Kodem vero modo positionis 
similis 
4 = b,”,Ä"'+(n—3)b,_,0X"+(n—2)b,_,9(X7) 
+ (n—1),b,_ A) + n,b,o X 
generaliorisque 
Re: b,_- A T+(n—(s— 1))ba-.-,: (A 7") 
+(n— (s— NY) day FAT) +... + .. 
+ (n — (s—r)), day (AT) +... 


veritas evincitur, hujusmodi valores in aequationem (5) vel 5 introducendo 


I 


quae ita b,_, cum co@fficiente evoluta. quae facile in (n—ım),_„.2" (A. A-') 
eontrahitur, continere invenitur. 

Omnes vero hae coefficientes aperte nihilo aequantur, praeterquam 
cum an = s fuerit, quo casu = c'(KA.AT)=A.AT"—=1 evadit. Aequatio 
igitur (5) haec b,_, = b,_,- 1 fit, quae identica est. Posito igitur Z= X, 
ex eis, quae modo demonstrabantur, erit 


a b,.Z4+ m +1)5,419Z + m + Dan ZH... 


specialimque 
= bZ4 +b0oZ+b024+... +6,00 Z 


alque 


a —= b,Z+2b0Z2 + 3b0 2 +... +... 


r .0r dr? G 
seu brevius a, = (b"8)Z atque „—=%(b"0)Z, similiterque a, = -—(b" 92) 


43,= = .$(b"0Z) etc. Singulare igitur hinc emergit: 


2% 
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Theorema. si junclim fuerint 


b,=(ad)X, b,=Ylaod)X, b.=4Y(a0)X, ... =. -gJa0A, ap A 


1 n 
—_ — 
on 6 19. (ae), 


ınverso ordine erant 


/Lr v Q n pP n 4 E 
a, = (0"0)Z, a = I9("0)Z, a = = (b"0)Z, .... gereratimque 
1 en * 
4“ = er (37 (b" 0)Z), existente Z — ni . 


Hujus Theorematis ope varia problemata simplicissime solvuntur. 
gr. Datis aequationibus 


Ex. 


,»=4a+we+tWwe®+ae®+ = Ale) 
b, = a + Ime+3a,e+ = dA(e) 
,=m+ © +3oe+ = V”A(e) 


etc. 
atque universim d, — d’(A(e)), inversim coefficientes @,, 4, &, .... func- 
tionis A(e) invenire. | 
Ponend A=P*, Z= P"", atque ad finem z = 0, invenies pri- 
num = "AT br AH ...., sum 
bs, — bie +b,e" — ...., quae series = B(e) ponitur, ut B,, functio data 
ipsius e sit, deinde , =5, — ?be+... sus =—o0B(le)=—B,e, et 


e 
4, = b,—3b,.e-+.... pi oB(e), 
et atque igitur universim 
—1)"a, = B,(e = "BB... 


ce 


Similiter aequationes 


1. b=am+rea +ele—1)a +ele—1)(e—2)., +... = Ale), 
2. L= a t+r?2wer3we(le—I)+ ..:...cerer0 cr... = DAle), 
.. Let: ih EN Fate 


etc. 
ponendo X = x‘, resolvuntur, etc. innumerae aliae. 
Facto scilicet Z= x”, erit ex modo demonstratis 
a, = (d"O)(2) = a” b,— eb," +ele +52" — .. +... 
seu, posito 


z=1, = b—eb,+elet1)b,—ele+l)(e+Y5+...= Bee), 


ei 





N 


b} 
Dr 








EEE 


n: 2 
REN 
= 022 


2 
# 
ö 

Re 
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a —=Ss(b"e) A) =b,—Teb,+3e(e+1)b,—4.e(e+1).(e+?).b, —.... 
= ‘ABee), 
a = b,— 3eb, +be(e+1)b,— etc. = +4'A’Ble), etc. 
(side= —I). 


Ex his exemplis, quae facile directe demonstrantur, videre licet, theorema 
nostrum etiam ad valorem n = » extendi. 


Fragmentum IH. 


n 


De aequaiıbus aequationum linearıter differentialium (a0)y = O radieibus. 


Quoniam ignotae hujusmodi aequationis ope determinandae non nisi 
functiones sunt, aequales sane habendae sunt radices, quae eadem functione 
exprimuntur. Olim ideo credidimus, alterutra inventa radice y, = x, tum 
aliam y,, quae ipsius aequalis sit naturae, per eandem functionem fx sim- 
plieissime (ex. gr. per y, = f(gx), existente 9x functione nota simpliciore, 
imo hujusmodi, ut g(gz)=r, vel ’z=x sit) exhiberi. Jam vero ex 
nostra theoria (agmatica demonstramus, radices aequales per &”. fx, existente 
fx ipsarum simplieissima, explicari. 

Sint enim y,= fx, äatque y„‚=.x"”.fx, seu y,=x2"”.y,, radices 


aequationis (ad)y=0(=4ay+tao9y+a0’y-+....); eriique (ao)y,—=0 
atque (ad)y, = (ad)(a”y,) =. 
Est vero 
n n n n 
aod(z”y,) = (ad)y,.2” + %I(ad)y,. max” +49 (ad)y,.m(m— 1). x” 
n 
re FRONT en 
ubi quidem omnes termini aderunt, si m > n fuerint; sin vero m <n sit et 
integer, tum certe termini ultimi, inde br = m+ I usque adr=n, ultro 
evanescent. Ut igitur aequationi (@0)y, = satisfiat, nihil restat, cum prae- 
E n 
terea (ad)y,—=0 sit, nisi ut ponamus seorsim: 
n n n 
ad)y, = 0, Flao)y, = 0, Plad)y, = 0 etc. 


usque ad 3”(a0)y, = 0; quae quidem aequationes mutuum coefficientium 
habitum, qualis ad m +1 radices aequales producendas requiratur, deter- 


minant. Patet enim, harum aequationum ope fore (ad) (2’y,) = 0, dummodo 


numerus integer r — vel <m sit; ideoque aequationem (a9)y,=0, seu 
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A= 0, siquidem fuer $A=0,7A=0,FA=0,.... 9"A=0, bis 
saudere m +1 radicibus y,, Zyo, U’yos Yo, . +. 2” y,, quae sane aequa- 
les appellari possunt, cum simplicissime per eandem functionem y, = fx 
aeque exprimantur, nempe sub forma (a a2 +mx°+...+a,x"”)fx, 
praetereaque vulgaris analysis, cujus ope radıx y, per y, determinatur, si 
constantia certo modo accipiantur, y, = y, const. suppeditet, ut in exemplo 
videre licet. : 

Ex. Ponamus n=?, seu (uO)y=0 et Slao)y=0; id est 
ay+?2aoytady—=0—= A 
alque 

ay+ @°y -0=B 


(ubi commoditatis causa 2a, loco a, posuimus). 


Krit igitur 





A—cB= („w—ta)yt(a—Ca)0oy—=V 
alque 
SI NEE 
Y d; a,—-04, 


ındeque aeqyualtatıs conditio: 


(a, — da)o = (a, — 6q,) 
Sel 
aa 2 22 
4. = a + 0a, —a,0a, 
seu etiam simplicius @, = a? + da,, siquidem @,—= 1, ut semper licet, ef- 


lectum sit. 
Haec igitur aequatio (a + Ca)y+2acsy+oy = 0, aequalibus 
gaudet radieihbus. Perquisita enim altera y, ex aequatione 


r 


OYy 
I = —aqa, 
Yo 
quae v, = ß”"' dr suppeditat, alteram y, vulgari via quaeramus. Termi- 


nis igitur ultimis ex aequationibus 
y, Fraey + (a +0a)y, = 0 
et Ay, +2a0y, +(a +0a)y, = 0 
exterminalis, oritur yOy, —n&yı t2a(y0y —Yyey)=0 seu 
og+2a,.9=0, posito scilicet g=Y,-9yy — Yo®Yyı. Integrando igitur 
obtinetur Lg = — 2a, dx seu 


r n 2 fa. cd a y.\ 
YıOYı—YooYı — Afeıde — c.Yy,; h. e. (2) == €£ 
0 


h ‘ . .,0Y 
terumque exhine y, = (a+xrec).y,. Min vero accipimus e=0; erit ns 
Y 








. 
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— Yo ideoque y‚,=a.y,. Atradices y, et ay,, ratione completae so- 
Yo 
lutionis habita, haud diversae sunt censendae. Istius igitur aequalionis so- 
. 14 j \ -faıdx 
lutio completa est = (A+Ber)BF"". 
Simile quid in altioribus gradibus observare licet. HKxhine igitur 


sequentia colliguntur fheoremata: 

IS; aliqua aequationis (a0)y —=0, radız y, ejusmodi sit, ut tagmau 
primunn $(aö) yı=0 sit, alltera radıx erit x.y,, el si praeterea 3° ( ad)y, 
— () fuerit, accedet radix x’ y,, generalimque tot aderunt radices aequales, 
seu formae x”y,, quol aequationes, nempe ıpsa tagmatica atque hujus 
derivatue. f 

Sie, si data fuerit aequatio tertii ordinis (ad)y=0 seu (A=)u,y 
+346y+340°y+ a,0°y = 0, simulque fuerit (49A=)ay+2a0dy-+ 
4,0°y = 0, seu si (agma primum evanuerit, erit tum (A=)a,y+35a0y 
+300°y+a,0’y = 0, tum differentiando (199A=)da,.y + (a, +29a,)dy 
+2, +6a)®y+a,ö’y=0 ideoque ö’y eliminando 

(—da).y+?2(a—da)y + (m —cCa)y—=0. 
Est vero et 
ay+t?2aoy+tacy=0, 
ideoque ipso d’y ejecto, 
0 = ((a,— da,).a4, — 4a,.(%— 04,))y + 2.((a, — 04,) a; — a,.(0, — d.a,))OY. 
Cujus jam aequationis ope functio y facile determinatur, eaque aequalis est 
radix. Praeterea si ,=1 efficitur, ut licet, ista aequatio simplieior 
= (w— I, —a.G)y + 2a — 0m, —a})dy 


\ 


evadit. Haec vero differentiata aequationem 
= (dm— da — 9(aa)y+(w— da — ya +20 a — 29m —!.a,04,)d y 
+2, — 0a, —.a})o'y 
praebet. Hac vero nova aequatione cum antiqua illa 
= !la — 0m —a;) (ay-+2a,0y + 0’y) 

comparata aliam quoque hane suppeditat aequationem 

= (dv — dm — da + aa, — 2a: + 2a,a})y 

+ (a, — ?°’m;— Ja, a, + 4a})dy, 


quae eliam = determinat. 


Utrosque igitur ipsius dy::y valores comparando conditionem, ut 
aequatio proposita aequales habeat radices duas, necessariam elicies, idem- 
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que iu aequalione Cujusvis ordinis simili omnino modo facile efficies. Hine 
vero alterum eliecimus theorema: 


’ 


Aequationem differentialem ordinıs cujusvis (n’) nempe (aö)y = 0, 
in qua aliqua de causa radıcum aequalium par unicum ponere liceat, 
semper methodo Bernoulliana esse solubeleın; quem in finem ipsius lagma 


? 


primum S(ad)y = 0 datae jungendum est, ei derivata altiora excutienda, 


donee Oy:y in co@ffieientibus datis exhibeatur. Sin vero plura aequalium 
paria adfueriut, prius subsistendum est, ex. gr. ad (aö)y=0, si duo sunt. 


inde et simul rei verae conditionem necessariam elicies. Ex. gr. Si (aö)y=0 
seu uyt+?2acytmoy=0, et coefficientes «,, 4,, a, constantes fue- 


rint, erit in casu aequalium radicum ,y+@ey=V0, ideoqe iw= —uo.u. 
dıy ’ ' 
ponitur, —= adx, et integrando hLy=wuxr-+LÜ seu inverse 
; 


y= 'Kar+Lt) = C'Kar).*) 


Li nr 9; a 4, — ou 

Hujus vero solutionis conditio jam anlea explicata est — = — Fr . seu 
(; a, —ou, 

a’ = 4,4, , id quod rei notissimae de indole radicum aequationis algebraicae 


ö—=0 seu wa +?a,0+m6’—=0O optimi, convenit. 

Nec diffitemur, nos, cum, solutionis conatubus infinitis frustra susceptis, 
(andem persuasi fuerimus, has aequationes differentiales nullam quadraturae 
simplicis ope solutionem universalem admittere, ideoque de harum theoria 
eonscribenda meditandum esse, ex ipsa hac analogia aequationis differen- 
tialis et algebraicae, quae saltem in casu coeflicientium constantium in du- 
bium haud vocari potest, varia indieia disquisitionem adjuvantia hausisse. 
Universim enim ponendo v = 'I(ur), aequatio (a o)y = 0 coöfficientibus 


n 


constantibus gaudens ad aequalionem (@)'« = 0 duecit, et utraque non modo 
aequali radicum numero sed et simili indole gaudent, aequalibus utriusque radi- 


eibus sibi invicem concomitantibus. At si (a)’&==O aequales habet radices, valet 
etiam aequatio 0,(a" =0 sen a Fra +3a,0 +... —0, quae- et bre- 


viter (@a)a=0 scribi potest. Sin vero similem ipsius (ad)y = 0 habitum 


“) Duce cel. Luaplace functiones inversas litteram initialem functionis invertendo 
designamus. Vulgaris igitur functio exponentialis $* nobis est "Ir, ex theoria itera- 
tionis vero per L-',r indicatur. 





Le 29: 
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volumus, ideoque $ (46) y = 0 ponimus, seu@ay+ ?u0y+3a,dy+...=0, 
n 
patet et hane aequationem fore (a)Ey=0, et, substitutione y=|'"Ku.r) 


(seu = ß‘*) eflecta, inde hanc oriri aequationem (a)a ==(), seu eandem ac 
ex conditione radicum aequalium in aequatione algebraica huie differentiali 
respondente. Inde justam esse functionalium radicum aequalium notionem, 
facile argues. Idem et aliunde comprobari potest. 


Hac radicum aequalium doctrina in solutionibus aequationum particu- 
lariter differentialium adaptandis interdum magni erit usus. Üt si inventa 


(n’o)px 


fuerit huiusmodi solutio: 2 = ——- —— , reique natura desideraverit, ut 





functiones ®x et Yy, (quae universim arbitrariae erant) radices sint aequa- 
tionum lineariter particularium (n’0)X=UV et (r’e)Y= 0, (ubi co@fficientes 
x y 


N,, N, N, et, 7,, 7,, 7, et tum y tum 2 continere possunt), ista solutio 
valorem ipsius Z sub forma indeterminata $, vix nisi fagmatice definienda, 
praebebit. Exemplo tibi sit casus, quo A et Y functiones sint Ellipticae 
notissimae E’ et F". Pergratum foret, si quis, quid calculus Variationum 
ad hunc nodum dissolvendum valeat, edocere vellet. 


Fragmentum IV. 
De solutione aequationis linearis, (n'’d)u = (0. 
Forma (ado)y—-nytnoy+tnöy-+...+n,0"y aperle distri- 
butivae est indolis seu ejusmodi, ut (n’d)(y+2) = (n’ö)y+(n‘6)z sit. 
Productum vero zy ipsa, ut in Fr. I. docuimus, hunc in modum dissolvit: 


(n'o)(zy) = (n’0)2.y+9(n’0)z.oy +7 2, (m'ö) z.Iyt... 


u” ' r An 
tan 0)2.0y+...+N,.2.0"y. 


Jam vero proposita aequatione lineariter differentiali (n’0)u = 0, ipsa uni- 
versim solutu erit difficillima, nisi aliguo modo radicem particularem , in- 





venire liceat. Jam vero hujus evolutionem, quam etiam convergentem efli- 

cere liceat, proponendi est animus. Facto itagne u=a+y, (n’ö)y = 
y—(n'ö)y atque (nö)a= q, erit nö)y=—(nd)a=g, seu (n/O)y+g=y, 
quae jam est aequatio solvenda. Quem in finem iteratis vicibus ipsam ope- 
rationi tagmalicae (n’d) subjiciamus, eritque 
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. 
(n'ö)y = (n’ö)(g-+n’dy) = (n’d)g+(n’ö)(n’ö)y, seu, si 
(n’o)'g = (n’d)(n’ö)g, 
y=g+(n’d)g+(n’ö)’y, rursumque, si 
(n'Oy’(n’d)y = (n’d)’g, (mM’ö)y —= (n’ö’g+(n’ö)y, 
ideoque, substituendo, 
y=qatmd)grmiö’g+tn'ö)y. 
Apparet jam, ita continuando obtentum iri 
= g+me)gtlne’gHtlnis’g+....tnö’g+(n/eyty. 
Si igitur termini hujus polynomii tandem magis magisque diminuerint, # = © 
alque (n’O)*y=—=U0 efficere licebit, eritque aequationis linearis (n’O)y +4 
= y haec solutio 
= 4y+(no)gtmc’g+@Woe’gtnötgt+.. 
quae series singulares omnino est formae. | 
Hujus vero termini successive ex sese calculantur secundum formulam i 
(n’oyg = (m’ö)(n’O)'g, 
quae valet, si jam inventum fuerit ' 
(noYyg—=R, erit (n/ö)t'g = (m’ö)R seu ‚ 
= nn R+nR+n®R-+....+n,9"R. 
ipsi omnes igitur finiti sunt, si 2 numerus est finitus. Specialim vero est 
nog—=nytnegtnd®g+....+n,0"g, 
ideoque erit 
(ng = (nd) (n,g) + (nd) (mög) +... + (n’d) (n,0”g), | 
qui valor per theorema antea expositum ulterius ad formam O,4 + ©, h 


+09,0°g+.... explicari potest. Hanc viam igitur saepius calcando per- 
veniemus ad hujusmodi valorem explicitum 
R= (nö’g = 0,.9+0,.09+09,.9°4+9,.9g+.. 
rursumque 4 
net Otr.g+oOte24y+Or.9°’g+...., quod et 
— (n'8)(9,.9) + m 8)(9,.09)+ (md). +... 
_ Ulteriori igitur evolutione facta, comparatisque co6fficientibus ipsorum 
9, 99, d’g...., erit 
Sf = (n'8)0,, 
Ort: = (m)07 + $(n'8)0,, 
Oo = (m d)O,; + $n'ö)Or + ;", P(w’0)0,, 


oO, = (n'08)0, +I(n’0)0, + 1 .I(n'0)O" +45 = 3° (n'0)®,, 


etc. 














NOTE TEE MU ade A a a EN ge 
EEE ehe 2, 
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Quarum formularum ope coefficientes © successive calculari possunt. 
Jam vero si hos valores explicitos in solutionem antea inventam 
introducimus, hac hujusmodi formam nanciscetur 
y=0g4+ 0,994+ 0..9°9+0::.9®g+....+0,.0"g. 
Sin vero coefficientes Q,, Q,, Q, etc. directe determinare vellemus, suf- 
fieienda foret haec ipsa series in locum ipsius y in aequatione 
y=9g-+(n‘d)y, 
quo facto, comparationeque instituta hae obtinentur aequationes: 


1. 0, = 1+ (n‘ 0) O,; 

2. 0, = (n‘ 9)0,, 

3. 0, = (n‘8)Q, +9 (n’‘0)Q,, 

4. 0, = (n’0)Q, +9(n’0)Q, + - .I(n’0)Q,, elc 


Jam vero aequatio (1.) aperte docet, quantitatem Q solutionem esse par- 
ticularem seu radicem aequationis propositae y=9g-+ (n‘ö)y, ei casu 
adaptatam, quo g= 1. Inde vero arguere licet evolutionem antecedentem 
justam fore (dummodo g nullius aequationis finitae (m’d)y = 0 sit radix ), 
tolliturque ita scrupulus ex positione (n’2)”y=0 oriundus. Sin vero ad 
finitum terminum subsistere tibi libuerit, sane valor ipsius (n’d)’*'y aliqua- 
tenus calculandus erit, unicuique casu particulari adaptandus est g ita ut 
(n‘O)’y quam minimus evadet. Quod etiam ut problema maximi momenti 
est censendum, ideoque Geometrarum attentionem mereri videtur. Hoc tan- 
tummodo in praesenti observare lubet, functionem 
q = AB" seu [A,ß”* | 
effici posse, existentibus w vel w, quantitatibus quibusvis, quas ideo quam 
minimas accipias, ut 6” g evanescat. Si enim proposita fuerit aequatio 
ur, ou+trnduHt... = 0 
seu 
vio)u = 0, 
poniturque v=a-+-y, erit 
ve)y-+(vo)a = 0, 
ideoque (nisi forte (v’C)a = 0, quo casu solutio particularis u — a inventa 
est), erit 


tet eay=gtwoy, 


(v’ö)a 


g(v'e)y = (vVO)a.((n/O)y—y) 


si jam 


accipitur, seu 
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2 
a a) 

lacitur. Duae igitur adsunt functiones arbitrariae y et a, quarum illa sub 
forına quam diximus, optime sumitur, haec vero ita determinanda est ut 
(n’6)” y evanescat. Commodius tamen inverso ordine limites integrandi ita 
determinabuntur, ut hoc locum habeat; deindeque, alio valore vel alia forma 
ipsius a adhibita, novi invenientur limites, hocque iteretur, donec totus in- 
tegrandi campus exhaustus sit. 

Jam vero redeamus ad aequationes mixte differentiales, ©, quae ad 
quantitates © determinandas inservirent. Harum prima ©*' = (n’0)®7, seu 
or =n,0,+n,00,+n,0°0,+ .... facile solvitur et suppeditat ©, = 
(n’0)'-'t, exsistente Z functione arbitraria. Quia vero heic ©, = n,, erit 

=n, et ©, = (n’ö)"'n,. Altera vero ©'*+'= (n'0)©” +%9(n’0)O,, si 
breviter N pro (n’d) scribimus, hujusmodi gaudet solutione 

0, = Nt,+ N=I3N, + NINE + NHFING +... +90; 
hac enim admissa erit 

ot = N’4+ NN, + N7ING+.. + NY N, +9N G, 
quod aperte a © cum $N®” differt, si N, = NO, =N’n, seu = n, 
ponitur. Praeterea cum ©,‘ = n, sit, et ex formula inventa = L, +94, =14, 
(est enim Jh, = In,—= 0, quia hic terminus originem ducit a (n‘ 0)’ (n,g) 
= (nö) n,..y+S3(n’ö)n,.dg-+.... = n,g), erit hie 4, = n,, ideoque 

oO = N"!n+...+N73Nn, + N”I3Nm, + NN n, +... 

+ 9$N "nm, 

ubi rursum (n’ö) pro N restituendum est. Aeque reliquae aequationes sol- 
ventur, invenienturque ©”, ©, .... ©/, tametsi sub forma satis ampla. 

His igitur valoribus adhibitis erit radix tagmatica 








yo 9 
ng +tn9g+tnmd®°g-+... 
+ 0:4 + 9:89 + 93494...) dt = 09 +9. +. 
+04+09:04+.... 
a 


ideoque = 1+m, +0} +09; +... , seu 
0, = 1+m,+ (n’o)n,+ (no) n,+(n’o)’n,-+ ...-, 
quae jam est solutio particularis aequationis tagmaticae 
yaltmytnöoytn&y+..+nmö'y, seu y=1+(n‘ö)y. 


a a na, u 


EN 
a 
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u) 


Probatio vero facillima est, si admittitur (n’O)"n,—=0. Facto enim 
y=1+n,+Nn,+Nn,+Nn+...., 
erit 
Ny= Nit+m,+Nn,-+...)= NI+Nn,+Nn,+Nn,+ ...., 
quia N = (n’d) distributivum est, ideoque 
IHNr=1+N+Nn,+N'n, +...., 
seu 
I+Ny=y, 
quia 
Ni= (mo) = m.i+n in, d1+ = nm. 
Haec vero solutio symbolice breviter ita representari potest: 
y=s+(—-N)"n, seu y=s+(1—(n'ö))"'n,. 
Casus, quo (n’O)n, =c= const. fuerit, facile solutionem finitam admittit. 
Quia enim Nn,=c, erit 
Nn =Nc=nmc+tndc+t...=nc, N’nm = eNn, = «, 


Na=Nd)= den, Nau= "Ns = ce ete., 
ideoque 
y=l+m+c+nc++n-+ce+.. =1+m,+e)(i+c+c+...) 
seu 








y=1+ neh = te (saltem si ce <1). 


Tum vero functiones %,, ?2,, N, etc. necessario ejusmodi sint, ut 
(n’o)n,=c, su c=n+nodn, + n,.9%°n, + nn, + ....+ n,0"n, 
sit. 


Berolini 1833, Septb. 
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= 
De radıcıbus rationalıbus aequationis Riccatıanae 
öytatbytey = 0, 
ubı az. 5, c funetiones sunt ratıonales Ipsius x. 


En DER ö R dy i 
(Seribimus vero &y vel dy pro 7, seu dxz=1 fecimus.) 


(Auctore ©. J. D. Hill, math. prof. Lundae.) 


P-rimum faciatur y+tr=u, et aequalio mulabitur n ou+cW+u=(, 
x 


sia—=a—ör-+er,et?re=b. Fit enim haee oy+or +u+c(r+?ry-+Y?) 
—(), quae datae convenit. Si igitur hinc valor ipsius u rationalis obtentus 


fuerit, habebitur et ejusmodi CELL ipsius v. Semper vero c=1 elli- 


” % de 
cere licet. Siteimu=—- +57: .. 


r 2 ri) 
+ + (2) r Ze 








cutcw = r rl 15 


ce? 
seu formae £ nr, Utrumque vero simul a faciendo 
b A ( £) y' , dc—be 
vv u—_— — = — I +9-)= 2 2 -— —_, 
2c c 2 c 7 c c + 20 


Fit vero 
Babe. ; 3 (Rey? ce Bu 
"@tac 2 he Sr .ö "oc 0, 


2 oe\? "rl Oe\N? a j 
BEN — — (ie pro — — — le commodius adhibetur). 
)c 2c 2c r © 





Jam igitur si d9u+ u = V fuerit, et V functio fracta, patet et u fractaın 
fore. Quod idem etiam tum accidere potest cum V est integra id quod vel 
ex solo exemplo hoc. eutwW"—=3b+b’r’ cum radice u = h +bı, elucet. 
Sit igitur prömum V functio integra, eaque gradus paris m = In; tum 
accidere poterit, uf radız u integra sit, et quidem gradus n, nempe 
won. +na nat... +n,=n'2.”) Quod si contigerit, erit 


—— —,— 


*) EEE, nos ita illam functionem integram vel etiam hauc n, tn, x+n,x?+.. 
..+n,.2" semper indicare. 


eg 
SE 
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V= du+tu 
= ne" +nr"+..+n_,c+n) +nne+n(n—1)2”"+..... 
seu 
(n? a" +In,n2”""+...+?n,.n,2”+?2n,n,2”'+..)+nna”'+....) 
= = m" m co" +4... 

Apparet vero, omnes ipsius z vel n’x numeros (n,, n,, n, eic.), exira- 
hendo radicem quadraticam ex V, obtentum iri, cum ipsorum ultimus n, ex 
termino 2” inveniatur, ideoque nullomodo ex altissimo (n.n,2”"+....) 
ipsius du termino turbetur. 

Si igitur u ex du+w= V functio est integra, haec erit pars in- 
tegra ipsius radicis YV. Hanc igitur extrahendo et substituendo, res fa- 
cile scerutatur. 


Ex. V=«+b+2abi+lha, 
1 
vV == be+utz5,.t:.:- 


Unde uv=bdr-+a, quod probes: Cu" =db+lr+ta”=V). 

Patet igitur, aequationem Cut W=b’r’+2abxc+ c radice integra 
haud gaudere, nisi fuert c=«’+b. 

Ex. Sie V=a+b+ ab +)c + HIac)a+Iber’+ cz 
reddt v=a+tbr+cr. 





. . - . . 
Sit vero jam u functio fracta = —-, erilque 
noer—rön+tr?: Or r—on 1 r—on 
De ER —— a, (2 r+r. — 1. 
n? n re n? n ” n 


Si igitur V functio fuerit integra, ut obiter jam admisimus, cum 
r et n communi careant factore, r— ön necessario factorem n admittat. Sit 
igtur r=0dn-+ nv, Oör=d’n-+ndy- von, eritque 
. | > 2,von 
V= (on +ndv+ von-+(ön+nyv.v)=dy+V+- nLEL PM. 


n 





quae integra sit, ideoque On +2vdn = un alque 


V=0oyı+V+tue u=v+ nn 


Ut vero illa aequatio O’n-+?2vdn = un in functionibus integris n, v, u 
solvatur, quae graduum n', v’, @’ sint, necessario sit V’—1= uw’, quia 


ipsius termini respective graduum "—?<y+nm’—1 et W+n sunt, 
ideoque (si vel #=0 foret) horum duo ultimi soli in potentiis ipsius = 
altissimis convenire possunt. Quae cum ita sint, erit necessario V gradus 
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2y', atque öv+ u gradus v”’—1; quare, sicuti modo vidimus, y pars est 
integra descendentis radiceis YV atque u = V—(v’+öy). KFunctiones 
igitur v et u semper immediate ex V hoc mode inveniuntur, deindeque n 
ex ön+Nyen=un per coefficientes indeterminatos vel aliter petitur. 
Adhibendo seilicet methodum Newtonianam, facile seriem ascenden- 
tem vel descendentem pro n invenies, quae num alicubi abrumpatur, ut eo 


functio integra evadat, facile ex lege co6fficientium judices. Sit ex. gr. 
i . 2 r 6 . . y a . 

ez+z=a+r’=V. Eri igitu YV=r+ 55 te ideoquev= « 
et a = a—1= const. atque n+N2xon = un. Aequatio vero O’n + 


—.coen= un per series resoluta suppeditat 


_ 


r- -? r* r’* y® gr 


Z ie ME ae 2 
+7,53 ti23° Tees 


ce? ec? 
iu=,-r=a—l,e r =r.(r—1).(r— 2) ...(r—(— 1)), ideoque 


u 


abrumpitur, quoties 7 numerus est integer. Aequatio igitur proposita 


n = «c+ri. — 


oz + z°=a+r” in qua =4et a=1-+?r, rationaliter integratur, 
quoties « numerus est impar positivus; ut a=1, reddit s=r; a=), 





1 ß 2X n. q 
z=cH+ 5; 0a=9», er er et a=e7(r=3, n=r’+3r), 
fl 
on 2? +4 Ta j } 2 
(= = ne ,) =< Ist ir ‚ ete. (Eodem igitur casu integrabitur o’y 


—=(a+x°)y, nec tamen rationaliter.) 
Ex. Sit dende VY=4r=4,+40° +4,20°+4,20°+4,0° seu 
V (2’2) + 1x, 


4 r 


(nempe Ye = z+tar-+ Fer sı Ver+2ar®+lr’+er +d). 


ideoque v=y(4Hr—!'r) = 7x atque u = 4r— (er? —oO(V’r) = 
"cz —a—Nx seu u forma 1’z—=1,+1,r, ideoeque On +N2.Yr.on 
—1’x.n. Ad quam simplieciorem formam igitur OGu+W=4r velcöyn—= 
4'2.n, Si Cn= un semper revocatur. IHlam vero per series Newtonianas 
resolvendo, casus integrabiles facile agnosces. 

Observamus vero, 2 tunc tantummodo functionis integrae potestatem 
fore, cum hujus funetionis omnes factores multiplices sunt. Sit enim an = 7", 





eritque 
en on o?’n OL, nt PT en 
—zn.- -=n. — wW—n)(- = u—?tv.n. —, 
n nt ’ N st ri ) zt Br n ’ 
ideoque nzö’z + Invrd# —unm’ = n(i—n).er". 





® 
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EN IR an: % 
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Nisi igitur n=1 seu 7=n fuerint, 7 ejusmodi necessario sit, ut dr 





factorem z admittat. Sit vero = Üx".0°.2,° 0... —= Ü.ll(x°), et 
zz =e+a, m =rc-+ 0, eic., eritque 
7 a a a 
[6 = ge —_ in a 5 > = 21.2... 0... a 
N—T Berne, 7 pe. ı +% 3 xt 

sir= (la 92%... 490%... ee 5b=a—1, ideoque 
n ( )) 2 st 2 . ‘ fi 
or = ar "BR AAR = c ar .20 ef, ce db—a = a—! 


Ut vero 27°: functio sit inlegra, c necessario = >O sit; si enim , — 
— 1 foret, x factorem x, admittere deberet, id, quod fieri nequit, nisi @, = 0 
ideoque x, omnino absit. Factores simplices ipsius 7 igitur exponentibus 
a=>? gaudeant nisi n=1, quo casu n potestas non est. 

Adnotamus vero hine eorollarium functionem dr’ factorem 7 tum 
tantummodo admitiere, cum 7 factores habel omnes multiplices. Jam vero 


sit V functio rationalıs fracta S et primum careat denominaltor y factori- 


bus aequalibus, sed gaudeat tantummodo simplieibus v,.v, .... 
y 
7 


0 


Sit vero n= —, eritque 


2 
ee Yo 2 4 u RT EEE Ak 
v=ale+(d) su vi. = neyayantyi= Se. 
M) 0 


o’ı v| 
Carent vero et v, et p factoribus, quibus gaudet v,, (si v=y,.v,), ideoque 
y, funetio integra esse nequit, sed ad minimum denominatore v,, ideoque « 
utrisque v, et y, seu omnibus ipsius y gaudet. Sit igitur 


1 — Tui DB u Se — be . 
Yo v vYı v 
. rn . ) ) ” N r \ 
eritque ws zer. = ov, seu 3(x—oV) = v.(— 02). 


-— 


Caret vero & factoribus ipsius y (si enim & = lv, foret, haberetur 
n= E ‚ ideoque abesset divisor y, in %, id quod haud licere, jam osten- 
1 


dimus); ideoque si 2 integra est, necessario sit 2= dv—+v.v, (exsistente 
v integra) et igitur 


co r je 2 sE), o?v 
u=" + et V=dutu) = dr + +Ww. + 


Jr 


v y’ 


unde eg = v.(v""+dv) +2vOv+O’y. Sint vero jam inlegrae g, v, v gra- 

duum £’, v’, v’, erintque hujus aequationis termini graduum (’, "+ ?v”, 

"+v—1 bis, et V"’— 2, ideoque (quia v®>0>—1) ipsa haud valebit, 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd.XXV. Heft 1. 4 











26 2, Hill, de radieibus rationalibus aequationis Riccatianae. 


nisi fuerit  —v’=?2v’= par. Tum vero termini vdvo+2v09y+0?y tam 
depressi erunt ordinis, ut v ex aequatione vv’—=p.... definiatur, seu erit v 
pars integra radicis yY (g.v'), si v”' descendente serie exhibetur. Coeffi- 
cientes enim ©’ +1 ipsius v ex v’—+1 terminis illius aequationis altissimis 
ar (ar +a2 "+ ....+u,) determinantur (his scilicet factis 

=yvv”’+ = (br HH... +b,) (cat +2 tt... ten) +:.., 
unde v’-+ 1 aequationes ad c, C,, €ay «+... €,. definiendos idoneae exoriun- 
tur), quibus nedum altissimus religuorum (vd» + 2vdy + O°y) terminorum, 
qui gradus tantummodo v’+v”— 1 est, ingreditur. Invento igitur ita v, 
substituendo comprobandum est, uum inferiores ipsius e termini isti valori 


conveniant. 


‘ 4 / 
Fi 4 = Sn, eritque 


m fs(2’.I2.( er v(23.2°+2.4,2 +2) 2° —a+ ....)) 

= ’/Q2 a +, —ıa)&°+:...) 

. Ya+z- 2 + (u 3: — 24) 3-75; 
seuv =at+ße+Yyr, ubi y= y?2, etc. (Eosdem vero valores ex 
identica ye+ßr+a”.("+a)+... = 2*%.Yx+.... obtineas.) 

Sit vero necessario o=v(v"+dv) +2vdy+ö?y, seu 
Re en ee 2 

= 2+a(@ +P)+ 22a +a(aß+y))a+aB+a@+ 2a HB Ha) 


+(?y+aßy+laß+Y)z’+(aY+PB+rayt:.JUrH+ 
unde 3’x STORE Si igitur 3’ = 3, +3,02 +32’ + 3;2°) ejusmodi 





Sit ex. gr. 


fuerit, erit u = en +u+Pßre+Yyx”. Sin vero ipsius 3’ (vel o) 
valor alius fuerit, du + u = 8 ejusmodi integrali u = = + v haud gau- 
debit. Nihilo tamen minus fieri potest ut 3, ideoque v functio sit fracta 


= —. Hoc igitur valore adhibito, erit 





r—on) 
n , 


n.g—dy)=?Trov+ vertr. 
r.v.(r — 
n 


ideoque 9) functio integra. Carent vero r et n factore communi, 





ideoque tali gaudeant vel v et n velr—on et n. Jam vero ivein 





factori communi y, gauderent, fort v=v,v; n=lv, et u= 


ß 


rY A Y x a b ; ; ” 
+ IT,’ ubi D- in 2 - "7 resolvitur, ut jam sit % hujus formae =. + 2 


0 
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et a=0u+ 1%, aque = & re 


_ ldv,+bv, 





en Foret igitur 


ven tn  g, = nlemednhet (eb L(i4aR, 


: fi. V 





ideoque divisorem v? contineret (contra hypothesin), nisi vel «aan, in- 
0 
tegre fuerit vel » = m.v,, ideoque !=kK.vy,. Sin vero !=k.y, seu 


ß 


MV, 


«+ Po ß 
Pe + 


. quare loco ipsius « adhibendum tan- 





— ın.y, foret, erit —— 





= Er + Ey (functionem secilicet decompo- 
a | 





nendo ), ideoque u = 


tummodo foret «+ß,. Mi igitur decompositio rite effecta fuerit, © semper 
a(@—0v,) 
Vo 


. * * & * 
—=h.y=.a (quia u et v, communi carent factore, ideoque _- integra esse 
0 


factore v, carebit. Sit igitur necessario 





integra, ideoque «— O'y 


nequit, cum ila % | Yo En et igitur 


+47 


Quare (in %) numerator PER Yo Fe nisi en esse potest. 


BD 











Erit igitur necessario u = ro dr 7 carebitque n’ factore y,; ea- 


.,0v 
dem vero de causa aderit — 


1 
\ ov r I a 2 
ertu=— + carebuntque n et v factore communi, siculi etiam r et n. 








. (Si v= WYıdı .«..), iIdeoque 


le . on 
Erit igitur necessarior—on=XTn, et RER. — - +2 en z, ubi n 


et 3 functiones sunt integrae. Hoc igitur in S, 


a ı(C ++ 


n 


= 0_du u’ a. erit 


20n dv 


n v 








Log +r ++ 


seu 





N} n 
p= VAT ++ 22m HS Ten HSPr On), 
vorn+2(Tv+or)dn 


n 


EV ÜLHEDH2TI HU HU 
tum vn +2wT+ov)döen=un. Sint igitur jam v, E, N, 4, X functiones 
graduum v’, ge’, n’, w, R, eruntque hujus aequationis termini graduum 
"Hn—2 bis, (<)VHFR+N—1 et +, ideoque ert V=R+V—1. 
4% 





Sit igitur necessario functio integra quaedam u et igi- 


tur tum 
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Illius vero sunt gradus 0’, "2%, >’ +R—1 bis, >V’—2etwW= 


R+V’—1 ideoque qua R=>>0O necessario erit R = er , invenielur- 


que igitur = y (0.v”'+ ....), sicuti modo ostendimus, (differentia enim 
altissimorum graduum est X—+1, ideoque absque ulla ex reliquis terminis 
oriunda turbatione inveniuntur R-+1 ipsius T coöfficientes ex altissimis 
horum vI’—p+....= 0). NSemper igitur invenitur T pars integra hujus 


radıcis, deindeque «x ex prima aequatione, postmodumque n ex altera. 

Nil. ex. gr. # == ur = £ ‚ ideoque e=bdb=consi. ei n=a+t., 
eruntque illae aequationes 

— (a+ 2) (U +32) +42.°+2+u atque (a+ 2°) ö'n 
+ (T+?22).On=u.n. 

Fit vero T= y(b.(@+ar'+...)=0 (qua X= —1 contra sensum, 
ideoque un =b— 2 = const. atque (a+x’)ön+4x0n = un. Haec vero 
per series resoluta praebet 








vi .j ele—1)ar? , c(e—1)(c—2)(c—3).a? x°* 
e A.(o r 2(2c+1) + 2(2c+1).4(2e—1) 


e(e—1)(e—2)(e— 3) (e—4)(c—5). a x 
r 2.4.6((20)? _1)(2e—3) +); 


siu=c(c+3), sud=(c-+1).(c+2); quae series aperte finitur, quo- 








ties c numerus est integer. Aequatio igitur du+wW= ur rationaliter 
integratur, quoties 5 dietae est forınae, nempe b= 1.2, 2.3, 3.4, 4.5 etc. 
Ex. gr. 9cu+W= Feuer habet c = 1, sm 4.2, T=0, 
v= a+r° et igitur u?" MO 
Tandem ad casum veniamus, quo ipsius V denominator factoribus 
gaudet aequalibus. Talem dari integrabilem, vel exinde patet, quod, facto 
+7, fit V seu 


N 








2»q ndqy— zempg 
rd 


n? 


0 


a 2pq .» ’ j . 
ubi rursum pars za Tin — in resolvitur, si n factore x caret, ut sit 


' , A B : 
universim V = Fe et ubi 


A= p—cep.an+(öp+P)x= ee B= K+ndg—gon+ On. 








ne Ben Sul Re “ 
Ele” Tr ee ” 
" re N Te Rn 
RR ar“ 
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; 
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PRAG cn Eee A en air KT 1 Ft 
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u 8 


Patet enim, p et P (vel y et n) ita aceipi posse, ut A haud eva- 
nescat, ideoque V divisorem x Kst Pannen sic>0. Vice versa 


igitur data V= nr haec fractio in — + resolvetur, idque ita, ut 4‘ 


gradus «—1 sit, si V ejusmodi est.) 





Tum vero, si radix rationalis est, = es 7 poni poterit et p 
x“ ! 


‘ . - . “u. 
gradus c—1, (et Z impropria, si opus fuerit). Eritque universim «a = ?e, 


nisi c=1, quo casu a=1 esse potest, ut vel ex antea traditis elucet. 

(Tum enim erit p const. sieuti P, ideeue A=p’—p+Px==Px; si 
1 q A pP 7 

p=l,u=. +,  &=7 7 7 Nleoque a=1, dummodo p= | 


fuerit, alias vero @= ?ec.) 


Sin vero e>1, &.gr. c=?2, et p=lrz=p,+tpr, P= 
P+Pı2; ideoque ah 5 lan Knie 2 Cd il A ci ut DE 


. 5 A 304 A’ 
n . 0 En ‘ « „2 6 3 \ 
seu A forma !’r= 3,+3, 2 +3,2°+3,27°, atque za eig 
ä u: ; :» p 
ura=4=2.c, nisi 9, = fuerit, quo casu 5 == A, seu revera c=|1, 





4' a+Ppx . . | 
arg, seu a=r=2.c, (bia=3., = P,+pı —p! 


x‘ 
et == 3, = 2) 
Universim igitur, si p haud = 0, cum 2 =0, ideoque p factore «, 


ut decet, caret, ert a=?%c. Data vero fractione V, facile invenitur ejus 
ın 


A | 
pars — et A’ gradus a—1, tumque necessario erit A= 4‘, unde et p 


vice versa invenitur. Sic, cum c=?, fit 
str +sr +... =p+2p (mr NM)ece+pi tm +P—2p)2+...., 


3, 3, nr. 
57, = 375° Innoteseit igitur ita p, et eliam, 


si lubet, P ex 4’. Ehrit seilicet, si ce>1, universim p—tic.x'' pars 


unde , =y3, et —1= 


gradus c—1 radicis Y A ascendentis, ubi termini cum x“ et altiores, qui 
in » non adsunt, negliguntur. Sin verr a=e2), c=l ae A=A+A,r, 
erit P? —p= 4,, seu p= const. Sie in Burg allato, quo c=? erat, 


tpyp=cr+t+Yy +3 CT H+....) seu p=vis+lz 73, +1). Patet enim, 


terminum (dp + P)x“ omitti posse vel ita acceptum intelligi, ut extractio 
succedat; nihil enim a0p facit, cum hujus altissimus terminus sit p9,_,2°". 
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Similiter vero, si alius ipsius V divisor fuerit (@ +5)“, inveniatur 


. . Zu : , N p p' Y . 
numerator idoneus faciendo e+db=r,, ut jam sit w= ze er 


rursumgue, si alter est (e+5,)” = x,,”, inveniatur eodem modo nova 
„it 


pars ! —, hocque continuatur, donec omnes divisores in calculum vocati 


[7 


. . . ) . 
fuerint. Quo facto, erit w= 3Z + 7 ‚ et tum n nullum cum denomina- 

. . . . ( de . . 5 
tore ipsius V factorem communem habebit, eritque z fractio impropria, si } 
ejusmodi est. 


u \ ‘ . . u ® 
\ r € , @ c,," m Fee -_— ‘ 
Sin vero 25.2,%. 2,,”"...=v posueris, erit V = ;; (qua a=2ec), 


. u . . st . . ) 
ideoque jam poni poterit = EN En I, invenieturque numeratur z ex & & 


r“ 





) y’ ” . we u Serr 
vel addendo n + er B= 4 7 + +... Substituendo igitur, si vor = vor — m0V, 
“ u [2 





a vorntn: (7) ang 
> m u ti (9) rs S 
Q De 2 9 ats 
I =vör+tm+-. Izg+vog+y.— —— .v). 
en . a—on walls: } 
Sit igitur necessario 49. — — .v functio integra, ideoque, cum n ei g, 


sieuti n et v, factori communi careant, etiam g—Een=ın. 


Sed ulterius (rg +vög+grv):n functio erit integra, ideoque, 
quia am g=©n-+rın, et igitur 
2zygtvegtv.ge = Artvi)(en+rn)+v.(ön+rön+nör), 
erit et (!atvr)en+vöin+vron=un et 
$S—vöor—m—=yvA(2r tn) t+vor) vu, seu vn +2(r+vr)ön = ury 
atque 


a 7 5 zu. N} d u : 
OO = v(öıtr)+?rzrtu, si Ve hunde Sin ah 


v 
1. (vn) +% 








Ut igitur res succedat, primum $ ejusmodi sit, ut functio 


sit integra (= © +7); deindeque ex his aequationibus eodem fere modo, 
quem jam antea adhibuimus, quaerendi sunt r, u et n. 

Sunt scilicet hujus aequationis termini graduum ©°, v’+ 2x", V’ Hr —1, 
zer, @ et in ila tn’ —1, "Hn’—?2, YHLY/ + —l, W+n); 
est vero "= <y’—1, ideoque gradus hi sunt: ©’, "HR, vH —1 
bis, vw ee vn —2 bis, "’+Hn’+r—1, wW+n'. Necessario igitur sit 
W"=v+r—1, ideoqu © =y’+ ?r°, unde !’ = 1(©'—v’), atque igitur, 


Ver RATE. 
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qua O’—wW=r'+1, ul antea, = y(®.v'+....), quo invento facile 
obtinetur x, deindeque n per series. 


Erit nempe „= O—v(dr + Y?)—2rrr, et postmodum n ex 
vön+?2(z-+tvı)en = un 
ee Quibus inventis, erit solutio aequationis du+t uw = " Iaee 


y! 
on h E25 
um — - + ‚tr Quaeritur vero 7 per partes, ut indicavimus, vel etiam 


ex inne, ee = integrae, "=<v'—1, et z ad v pri- 


mum, peti poterit. 


. RR, x 22 _ 2% +2,2 420° — 
Ex. Sit Pr = (at) = 73 73 —, vv’ = a+ x; 


ce=1, eriiue P—p=2%ı, p=4ty(A%tN = const. et igitur 
= vor) = VRR +)+... = V2% = const., 


x 
u = 9 —- 2.» — Ip. Va = Y—2p.V%a = const., 
ettandem (a + z)E’n+2(p+(a+xr)YN.)On=un. Factis vero ?p= u, 
ya =Pß, ate=y, Pe=yu; hine BYE 

















e(y ne — 2) (e—2).(y— 3) 
n = Ax‘ (1 +22, (1 + .(1+ 3bx +....))) 
ideoque erit n integra, quoties e seu . seu zu arV (2,+ 4) numerus 
2 


. i u . ’ [1 
est integer; praetereaque haec series abrumpitur, quoties y seu ?p+ z seu 


‘) 
A 


373. +4+y(4+3) est integer et >0. His igitur casibus integrabitur 
2 


29x 


p . [3 . » 
Ds, men 0 1 4 a‘ u 
ou+-u— ze 242 (Universim vero n, ideoque et v, per in 


tegralia definita exhibere licet.) Ad eandem formam revocatur 


(+az)9®y+r(b,+br)eyto,tar)y = 0, 


quae similiter integratur. 
Ex. V— it Rv=«, 
x“ 
gradus 9)<2ec) 
p=: BER = #2 ag c—-1) =, 
) _ det. on+ex'n— n®_ IR « ern 


x“ 
Quia vero, si universim functionis z gradum per 2° indicamus, 7’ = c—I, 


a 2\0 () = 
erit () =c—2, et igitur != e(+c "=40'— c)= 3}, ideoque 





Fer, (ubi g integra et 
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necessario sit o’ par (= 0, 2, 4) et positivus. Si igitur aliter acciderit (ut 


sie —=1 fuerit), solutio rationalis non datur. 
Sit igitur Ex. gr. 0’ = 0 seu p = const., ideoque ©’ = c, seu 
OxÜr, eritque "= 0 seu r = const. nempe r = /(2), et igitur u = 


O—Irıı'z, W=<ce, alque DoOn +2 Frz)öon = un, unde x 
peti poterit. Est vero jam r = Lcx”"+a, si a = %,, ideoque 





2 — ge 
ER ei 5 e) +e2“, 


quae funetio integra haud est nisi c=>N. Jam vero ad casum g = 0 





. n a? - “ 
descendamus, seu aequationem Out u’ = re 3 ad quam integrandam imme- 
” ) on s . r 
date vu= + —, ponere licet, cum integra x aperte evanescat. Kacien- 

x‘ ) 


dum vero est, ut jam demonstravimus, 9 = a+!cxz’. Substitutione vero 
J ) 2 
i . e 2 f „ER r . ER, 5 .\ EIE A} 
eflecta, reperitur &oO'n + (?d +cx)on + = "n=0, ubi = — —— 


Haec vero aequatio, casu ce=?, facile integratur; itemque casu ce —=1 Ben 
sub forma n=Aa’”°+Bax’'). Alias vero,in=a” +42" +020”°-+.. 
substituimus, ex termino primo Axt" —= 0 oolligimus vv— 1) Fo v+k=0, 
unde v=1—4tec vel = —L!c, et igitur c=?2—y vel = —?2y. Prae- 
ter casus jam exceptos foret igitur y negativus, ideoque 2 functio haud 
integra, nec igitur solutio rationalis, vel etiam exponens ce negativus = —r. 
Hic vero casus, seu Cu+u =a’x” ex regulis antea traditis aliquantum 
aliter tractandus est. Faciendum sc. est 


Ö N rd x , 
u=r-+ rs atque s=y(az’+....) = ar, 


ideoque En + Qron + nor = 0. Quae rursum faciendo n=ar’ +a, X +.. 


.s 


reddit r = —?y, quare propria haec Riccati aequatio rationaliter non in- 

tegratur. Sin vero seriem pro n evolvis, reperies solutionem algebraicam, 
° ( —4h . . . . . 

quoties ?r= ,,,7, quae jam diu innotuit. Tandem, ut methodi nostrae 


praecipua momenta aliquantum mutata breviter repetamus, si proposita fuerit 
aequatio dy+(a+by+cey’)de=O rationaliter integranda, primum 


I. ponende y=— ee 1er _ 2 x) in formam du+ E—- V)de=uü 


trausformando est. 








En, RE A A he 


TIERE 
FEN De 





N 
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Il. Deinde functio rationalis V similiter praeparanda est, ac si integran- 
dum foret Vdz; nempe ita dispescatur, ut sub forma 


ae wat /(.) HE) + m) 


exhibeatur, exsistente m’x functione integra gradus rn, alque indi- 
cante / summanı plurium fractionum propriarum formae adscriptae. 

ill. Tum, si 2 numerus est par =?r, radix Y(m’x) descendenter ex- 
trahenda est, cujus pars integra sit = (formae sc. r’r). 

IV. Postmodun, si a>?2 et a=?e, faciendum est e+ß —=r atque 
r’2=o'x, alque ascendenter extrahenda radix y(g‘z) usque ad ter- 
minum 2°" inclusive, quae sit R; sin vero a=?, quaeramus p ex 
aequatione pP —p=a"—bß. Quibus undique inventis, atque in unum 
collectis. 


. " 1 m ? jer- 1 In . . 
V. demum w=ır-+ = = „+4 T at u re —-4 _ facien- 
J/4 


dum est, et NEAR, hujusmodi aequatio von -Non=un in- 
venienda, ex qua per seriem finitam functio integra n detegenda, si 
solutio rationalis datur. 
Facile enim tihi persuadeas, functionem hane x, cum integra ipsius % 
utrobique sit pars, illae antea wer ang 
2, +2: +2 
x? 


mom. HL) x = yY?., sicuti anfea invenimus. (Simul observes, regulas, quas 


St. r X . 
Sit eg. VY= -=%ı 42 - — -, eritque mox ex 


antea ad casum, quo F in denominatore nonnisi simplicibus praedita esset 
(actoribus, ut methodi genium develaremus, proponebamus, idem omnino sup- 
peditare, ac quae nune praescribuntur. Rem sc. ordine, quo deteximus, 
proponere libuit.) 





FIR! | 6 4 

Sit ex. gr. cutu = = —, (— ya er 2 faciamusque 
1 1 0) a) 

u= — + ey + ‚ reperiemusque ita (@’—e’)ö’n+420n —4An—0 


x? —e? e 





seu eandem aequationem, quam primus modus suppeditabit, (ubi a = — e?). 
Hoc vero ulierius alio exemplo fusius, et quidem variis modis tractando, 
illustremus. 


6 u x? Cc r a 
Ex. Sit out = +ar +b+ x 2. L — V (et ıgitur solemnes 


) 9 » o 
exponentes =, c=1); fa u= re+ er „ep—p—=f, eritque 


Crelle’s Journal f.d. W. Bd. XXV, Heft. > 
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_p’—p , 2pqg „ rdg—gden+g? __ x? c 
E_ e > m =; +ar+b+2 +4. Jam vero 


ex regulis antea traditis faciendum est g=&dn-+-rn, quod substituendo et 
. f 7 a ‘ . 
faciendo u- zör +? pı +? = — +axz°+bxz-+c obtinetur 


z®n+%p+rız)ön = un, 
ubi x, u et n necessario sint functiones integrae si % rationalis est functio. 


Si vero functionum x, %, v gradus sunt x’, u et n°, erunt gradus 
terminorum altissimi in illa aequatione w’, 2x’+1 atque 3; in hac vero 
sunt mn + x" et «+ nm, ideoque necessario sit = r’, (quod cum antea 
traditis convenit, quia v=x et V"’—=1) atque ex illa (2 +1 =3)r! = 1, 


seu x formae vt+rnz atque v = wW+Wr. Quibus valoribus substitutis 
oritur 


‚ ‘ ‘ 2 ’ ä ‚3 
WH2PH tt RPtDntER Irre c+Hbr+tar+ — 
quae aequatio identica sit, ideoque suppeditat 


2 1 
m 62 ? ZxoXı = dd; “.4trQRp+l)utr: == b et K“Ht2px = c, 


unde facile eliciuntur 


1 ae 2p-+1 _a?e® 
RT ET — kai 0 > ze 


Ita igitur inventis x et ı ert zö’n+2(p+ en tue) dn—= (u +uz)u. 
(Observes vero, si formulas antea traditas pressius secutus fueris, fore 


tan +ba®texctt, O= tar+tbzte, 








ideoque 
Ha A x ae 
atque 
1+2 202 
bh == c—aep+(d— ” "°, )z; 


ex nuper vero traditis erit 
x? 2 Ge | 
m'c = = +ac+b, r=y(nsc-+....) N Fi p=f 


et u= En, 


quod ad eandem aequationem conducit: 


®n+2(r+2)ön = (+). 


Patet igitur, utrosque modos sibi convenire.) 


a TEE 
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Jam vero (nisi «= 0, quo casu dIn=0,) ex ista aequatione evol- 
vendo quaerenda est functio integra n, quae jam sit 
ar Fuer Fi TH..." Lt... 

qua substituta, hae oboriuntur aequationes 

1) !ryv= 
(quem valorem jam insequentes introduximus) 

2) 2, = Ir, ya — Mllz 

3) 27.2, = (vw—1)+2pV)a + ru —1N)— u), 

4) 21.3, = (W-1).0—9)+ 27.00) + ne) —w) a; 


quae rite solutae suppeditant 











a 
I) = Fr 
(qui numerus integer sit, ut solutio rationalis evadat), 
_ 2ror—n,) 
2) u, = %r, .ü 
vw—1+2p)e+@r,.@-N—u,)e, 
3) di. — p, 92 u 
27, 
4) ah = v—1)% —2+2p)e, +21. —2)—uo)8, 
u 3.2r, P 


unde jam intelligitur, fore universim 
ae Precht ten n—a)e 
en (r+1).2r, 
Jam vero apparet, fore » integram, quoties duo a, ut «,_, et «,, evanescunt 
Sit exempli gratia r =1, atque % = ?rov, seu Kt = Mr, (unde 


w=0),etv= u = integro, eritque n= a’, si praeterea v(v—1-+-%9) 
1 








—0 seu vel v=1—2p vel v=0; tumque_erit 


a ER 
u=-. tr, tt= tz tert? 
seu u—ı vel = er vel = =; quod eodem redit. Sit deinde r = 2, 


et »=0=0,, ideoque v—1(w—2-+2p)=0 atque 
vv—1+2p)a + (21. v—1—%)ı =V(. 
Erit igitur vel yv=1 velv=2(1—p), atque 
avar!ta, (v— 1)? 
ar” ta, arm! 


2 avsta, WB 
seu uo= „trurnet+ (exta)e ° 


5% 





I 
n=ur tur etu= +r— 
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n ' ANE—RL;; \ \ 
Ne vero in denominatore ipsius —- factor x adsit, faciendum est v=1; 


v—1 > oe v—1 
aliter enim partem "Tr subministraret,, quae ipsi re juncta daret an 


seu —+, quod et eodem redit, cum 1—p radix sit aequationis P—p = f. 
Facto igitur v—=1, altera conditio fit 4p, — Wu —W), €X &, = 0 petenda. 


Universim vero tenendum est, aequationem propositam rationaliter 
integrari, quoties y est integer, praetereaque unica conditio, cui numerus, 
integer (r) inest, inter coöfficientes a, db, c, e, f valet. Sit necessario nempe 
w, 


5, = = numero integro, atque v—r-+1).v—r+2p) = 0 seu vel 


v+-1=rvel»-+-?2»=r. Semper vero v+-1=[r = interro faciendum. 
} 5 
seu a — 4.(be—1—2u—44?e) = integro. 
2 


Sit nempe = a” +24... 02” (et 1, = 0 = ur 
etc.) eritque 
on __ ava” ta, v—1)a”!4....t+e,(v—n) 


a x.(ax” +0, 2" 4....+ 0) e 
. . . . v—n .. 
quae fractio rite distributa partem —— Subministrat, unde « non E sed 


ptv—n 
x 








contineret, ideoque perperam distributa foret. Ut hoc evitetur, 


necessario si v=n=r7i, ideoque ultimus ipsius rn terminus = «4,2 = 
&, — constanti. Ita igitur electio valorum ipsius p» perficitur. 

Praeierea vero apparet, «, taudem sub forma «.A, obtentum iri, 
ideoque A,—=0 faciendum, (qua dieta inter a, d, c, e, f et r est aequatio) 
ut «, evanescat. Quia vero am v=r—1 et a,=(, erit 4,1, = 0, ideo- 
que &,,m = 0, seu series necessario abrumpetur. 














Sit ex.gr. a=0, =; c=7- et f=;5; eritue p= > 
vel Tr, u- ++ an, =, seu 10 et 2, u=—(.+Br 4 
iB= aid — - = — u, seu B L. —=0 vel - ; et igitur 
url "rbesiri Sun Tu Trek 


vo—1+2p)+z- 
4 





.& = 0 etc. 








L) 
Y 
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v1 
u l 


et igilur n=a(la’ +”, +42 + ....). Jam vero stv=1,e=1, 


i 2»-+1 . : 
eritque A, = 74 >= 0,sis p= —4, ideoque n = u(2 +4) atque 


) —4 1 - . * * 4 2 
u 82-5. 43 quae igilur solutio ad aequationem + u ‚= 
x? 1 1 3 n ji + 3 ’ 
u EB a Ede _—_—__._ : : ET ee 
e? * 4e? 2xe " 4.3 8.0 +) L 7 4x? perlinet. 


Ulterius progrediendo alias quaeras, si lubet. 
Lundae d. 24 Maii 1840. 
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3. 


Disquisitio, qualis aequatio differentialis gaudeat ınte- 
grali algebraico eompleto? qualisve primarıe transcen- 
denti? quaenamque forma integrali competat? 
(Auctore ©. J. D. Hill, math. prof. Lundae.) 





‘ ur m . . . - 
Si illud N’(a,y,c)=0=n, cum constante arbitrio c. Irrationalitate 
sublata formam functionis integrae induere poterit, postmodumque ejus dif- 
ferentiale öen+dn.dy=O rationaliter continebit x, y et c, ideoque eli- 


r y X 


minato c, supererit aequatio rationalis inter x, y et y' (=0Üy), quae se- 
x 


cundum y’ altioris haud erit gradus, ac ipsa n = O0 secundum c. Ipsa enim 
illa aequatio differentiata n’+n,.y’=0 suppeditat y’ rationaliter in ce, ideo- 
que ipsi y’ plures valores diversos (pro iisdem x et y) tribui nequit, ac 
quae ipsi c ex aequatione na = 0 competit; quare necessario ipsum y’ per 
aequalionem ejus gradus, cujus est n secundum ec, determinabitur; (vel 
etiam minoris, si c valoribus aequalibus gaudet, quos tamen facile per ön = 0 
exsulare facias.) 

Sin vero aequatio n=0 ipsum ce rationaliter non contineret, ipsa 
vel secundum ce rationalis efficienda esset, vel etiam resolvenda. Si igitur 
ita obtinerefür e=2, seu c=z(ry), exsistente & functione irrationali vel 
etiam transcendente quadam ipsorum x et y, oktineretur statim de=0= 
z’de+2z,dy, seu aequatio differentialis dyy-pdx=0, (exsistente 3#’=p.2,,) 
qnae universim illius functionis surdae vestigia aliqua retinebit, vel etiam 
aliquanto simplicior evadet. Differentiando enim functionem irrationalem gra- 
dus cujuscunque, obtinetur omnimodo similis. Si enim est y ejusmodi ipsius , 
nempe data per aequationem rationalem n°’(z,y)=0, erit "de +x,0y=0, 


dy ar ae j N En 
ideoque 72 rationalis functio ipsorum y et x, et igitur irralionalis ipsius = 


ejusdem gradus ac y, attamen unicam ubique dimensionem minor. 

Sin vero y fuerit functio transcendens vel etiam algebraice ex pluribus 
transcendentibus Or, L. x, Ex etc. composita, nempe y=A(Cz, vr, Ei.) 
habebitur ©y aeque composita, vel saltem paulo simplicior; est enim formae 
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ey) APE-8O+ AD VW, DH ADD BEH 
ideoque universim dy easdem transcendentes ®, %, & algebraice continet, 


praetereaque harum derivatas 0®, Oı, d£,.... lineariter, quarum unaquaeque 
pr 


x x . 


sua primitiva aliquantum simplicior censeri potest, vel ad maximum aeque 


n ' 1 j N s 
transcendens. (Est enim dLx = = algebraica, 0ß*—=P*, 9Sr —=Ür, etc. — 


x 


Universimque omnes functiones eivitate analytica huc usque donatae, inte- 

grando ortae censeri possunt, eoque magis composita ac ipsarum derivatae 

quamquam interdum nonnullae, ut OI’x, speciem difficiliorem prae se ferant.) 
R 4 


Hine igitur elucet, universim ipsam y’ ut functionem_ irrationalem 
ipsius x ejusdem gradus ac y, vel etiam ut transcendentem ejusdem ordinis 
ac y censeri posse. Hac vero ipsa de causa junctae genuinam suam na- 
turam occultare possunt. Quamquam enim in aequatione Sde+2z,dy—=0 
universim functiones surdae (irrationales vel transcendentes), quae in in- 
tegrali 3=c adsunt, vestigia suae reliquerunt, (vel enim eae ipsae vel 
saliem earum derivatae huic insunt); fieri tamen potest, ut in aequatione 
reducta dy+pdx =0 nonnullae vel etiam omnes sublato, cui insunt 
factore, ipsis 2’ et 2, communi, evanuerint. 


Hoc ex. gr. evenit, cum aequatio formae fuert PO =c, vel 
2’QO= ec, surdaeque ipsi P insunt; tum enim obtinetur 


P' ’ np 0 
Hi m >+r7:#+7 = nP'OQ+0O'P:nP,0+0,P 


/ 
vel = P+Z :P +0 ideoque si = — fuerit, ita abiet quantitas ir- 


i 
rationalis Y(P”), et in postremo casu aliae transcendentes haud remanebunt, 
ac quae in OP adsunt. Factor vero sublatus erat Pr”! vel 2”, ideoque 
ex eisdem surdis composita ac 2. 


Ut vero ordine procedamus, videamus primum num aequatio integralis 
x const. radicem continere possit, quae in aequatione differentiali con- 
spicua non sit. it ipsa 1) quadratica, poteritque semper z sub forma 
a+byc poni, exsistentibus « et d functionibus ipsius z haud ex Ye 
composilis. 
2dayc+ 7.d(b* o) 
2ye 








Differentiando invenitur de = ‚ ideoque 
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03:08 = 2bda. vera c): une vet €) 
= — (2b) ji a.2a+2 (6 c). aWe)+2bre. (Ca. Wo) —5a. ° (8°) 
i (we) — (2b en c. 


Hie igitur valor (ideoque p in aequatione di, inde oriente dy+pdx== 0,) 
radice Ye caret, quoties vel # absolute constans fuerit vel da:da = 


a 
’(b’e):C(b’c), ideoque integrando a = P(b’c), i.e. a functio ipsius b’c 
seu ipsius dy’e fuerit. Tum vero aequatio integralis est P(Be)+b.ve 
— const., quae resoluta praebebit bye = const., ideoque D’e = const. Sin 
vero a constans fuerit, erit jam (s— a)’ = b’c = const. 

Theor. I. Si igitur Yc in p non expresse conspicitur, etiam in 
integrale aequationıs dy-+-pdx=0 abesse polerit. Dabitur scilicet functio, 
yuae radıcem exsulare faciat. (De solutionibus particularibus, vel etiauı 
singularibus, non agimus. Observandum vero, jam de absentia ipsius y’c, quae 
algebraice ita efliciturex a«+dyc = C=z, ut obtineatur ’e = (s—ua)” seu 
D’e=(UÜ—a)’ i. e. constans cum variabilibus commixtum, (cum sc. « va- 
riabile sit) heic nullam fieri mentionem. Ostendimus enim, integrale formanı 
b’e= %z valde diversam indui posse, si sc, ex aequatione Dutyu— 
obtinetur = %z.) 

Sit ex. gr. dy(y—p)=dy-+ydp, exsistentibus p et q functionibus 
ipsius = (vel g ipsius p), eritque sne y=p-+yv(p+?24+C) seu y 
surda, attamen const. arb. C=y’—2py—2g rationalis in y, (itemque in 
x, sip et g ralionalia sunt). 

(2) Sit deinde aequatio integralis Cubica, nempe Z= a+br-+cr 
atque vo’ = 34, erilque 

vov =0g et 


oz = Catveob+vöc +21, 


(d+2cv) 
seu 

"oz = vrda+t3geb+Igdce.vtbög+?reäg.v 
ideoque 

92:02 = "darlsgdet2cöMo+3g9b+5ög 


- "öa+sgöct2eöge+3g2b+big 


id, quod breviter seribatur 


zı03 = "A, +rX,+: 7; Y,+cth,+ AR 


[at > 
ed 








ER 


ERETE 


ER 


ai, eg 
ERTATEETURETN 
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Ut vero jam v in denominatore tollatur, amplificemus per 
ey, +tuY,+Y).weY,+vY,+Y:) seu 
(v,%,)' Y? +0. F+v%).Y, Yıt vv 7 +Ww,+v)Y.Y: + Y: 
+ +v)YıY: 
existentibus ®,, d,, ©, radieibus aequationis y’ — 3g, ideoque v, et v, hujus 
”+yve+v=0, indeque y +9, = —v et v,v, = v?; quare iste factor fit 
„r—v’Y,Yy +’ N —v’YY,—vY,Y,+Y: 
eV —Y,Y)+V.3 ii — YıY)—34YY+Y:. 
In quem igitur si (Av + XAÄ,v + X) ducitur, erit novus denominator 
v A,(F? — Y,Y)+vVA,(6g Y, —Y,Y.)+ (Y7 —34Y,Y) Av 
+v.X(P?—YyY)+34 N. —Y,Y.)X,v 
+3 KH, Y)Xo+M—3gY,Y)X, 
‚+ —-YY)”’ +34 —Y,Y;)X.. 
Ut igitur hie ab v et ©” liberetur, sit necessario tum 
IA VI) + — II) —YY)X, = 0 


tum 


I 


(12:—34Y,Y)u +3 —Y,Y)&+?—YY;)X, = 0; 
quae igitur sunt aequationes diflerentialiter particulares, duas functionum «, 
b, c per terliam atque v vel g determinantes, quia 

A,=0a A, =3gdc+2cdg = Ld(dg’):c’g, ei 
X, = 3ydb-+big = d(gb’):b’, atque 


Y,=02da Y=o%ld):g,et Y, = 9(gb):R. 
y y 


Ut vero istae, quae difficillimae videntur, integrentur, ad ipsarum originem re- 
grediendum est. Patet scilicet, si brevitatis causa ponimus a+bv + w = Tr, 
fore z=”!’v, et, ut anlea, dz:dz—=0N!'v:0Yv.(—=P) (Quoniam vero 


jam ab dextra parte © abesse censetur, nihil mutatur, si pro v scribimus © 
et v,. Erit igitur et d2:02 = 0Yv,:9Vv,set d2:42 = dYv,:0T'v. 
" x Y x y x Y x a 


Hae vero proportiones facile integrantur, suppeditantque vu, = Dz et !r, 

— ıız, quae igitur aequationes una cum supposita vo = z aeque valent, 

si scilicet aequatio differentialis d62:63 = P radice cubica » seu v9) 
xy 

expressa carel. 

Quia igitur ia aequationem = a+bdbv-+ cv’ ponere non licet, nisi 
simul sit Oz = a+bv,+cv} itemque Yz = a+bdev,+cv?, existentibus 
v, v, et v, radieibus aequationis ®—3g = 0, ideoque v+u,+v, = 0 

Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXV. Heft. 6 
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atque ® +v} +V?—=0; necessario ert Z+-Pz+Yz=3a, seu z—=x(a), 
si scilicet aequatio resolvitur. Hinc igitur colligitur 
Theorema I]. Aequatio differentialis öz—= Pdz seu öy+PAdr, 
x y 


(quae idem valet) in qua quantilas P nullam radicem cubicam expressam 


3 3 3 
exhibet (vel saltem non hanc yYg, aliis tamen, ut Yp,yr,.... praesentibus) 
integrale formae 


3 3 
Z = A+Byvg+Cvg (seu = const.) 
gaudere nequit, nisi simul detur functio ipsius Z (1. const. arbit.) gjus- 
modi, ut ipsius valor in quantitatibus ab ista radice liberis eschibealur. 


3) Hoc vero theorema ad radicem completam aequationis cubicae, 
vel etiam altioris gradus, facile, modo jam adhibito, extenditur. 

Sit enim #9 = 3pv +3g (vel etiam ” + Av” + Bv+C=09= (3’v)) 
ponaturque ut antea a+dv+cvV”"=!'v, sitque Z= ?'v integrale aequa- 
tionis öz = POz, quae ipsa radice cubica v caret; eritque ut antea 

i 02:42 = IV’v:9Y'r, 


ey y 
ıdeoque postrema ratio = P, si ipsum v® per aequationem 3’v—=0 exsulare 
facimus. 

Hoc vero necessario valeat, quaecunque radicem v, ®,, v, adhibita 
02:92 —=09!'v,:9Yv,, 
ey x 


* ) y 


fuerit, ideoque erit etiam d2:4z=d?'v,:d”Yv, atque 
r 


xy x 
et igitur integrando ?”'v,—= Pz atque !uy—=Yz. 

Junctim igitur ert z+Pz-+ x seu functio quaedam ipsius zs(=2, (z)) 
= "pvp V"n,+?!'v, i. e. aequalis functioni symmetricae radicum v, ©,, d,, 
quae igitur necessario ex indole aequationis algebraicae 3'v—= 0 rationa- 
liter in a, db et c atque co6flicientibus p, g (seu A, B, C), quae v non 
continent, exprimetur. Est scilicet 


Yo+Yo4+?!'v = 3a+b.(o+u+v)+e@®+v}+P) 


= 3a+b.2,+ce.2, atque 3,+A= 0, 
et 3,+4A23,+2B = 0, ideoque erit 2,(z2)=3a—5.4+c(A?—2B), qui 
valor jam ab v liber est (et nedum Ü vel g expresse continet) *). 


seu 





*) Si priori via rem absolvissemus, integrandum nobis foret aequationes multi- 
plieiter (partieulariter vulgo dicunt ) differentiales easque magis magisque completas 
quarum integralia igitur simul constant. Ut si fuerit v"—=3pvu+g, obtinuissemus has 
aequatıones: 


EEE ENTF 
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4) Patet vero, similem ratiocinationem ad surdas cujuscunque gradus 
extendi posse. Sit nempe universim zenv—=n, +n,v+n,0+...+n,.v" 


integrale aequationis ö2 = P.dz, exsistente v radice utcunque Ccomposita 
+ Yy 


(vel ex radicibus potentiatibus vel ex functionibus aliis aut algebraicis aut 
transcendentibus, quae solutionem cossicam efficiunt) aequationis 
Mv=0 su m mv +mv + ...+n,0”" = 0, 
quae in P conspicua non sit, eritque differentiando 
92: 92 — om v): ig 


Reductione vero rite effeota a aequationis Mr=o, haec ratio in P mu- 

tabitur, ideoque ipso v» carebit. Patet vero, universim eadem reductione 

adhibita d(m’v,):C(n’v,) in P mutari, existente v, alterutra quaecunque 
x y 


radicum aequationis M'v=0. Erit igitur necessario 
omn’v):o(nv)=P= dz:0z, 
x Y x 


i Y 
ideoque integrando n’v, = 9; et si reliquae radices sunt v,, 9%, .... d,. 


erit similiter n’v, = D,z, n’v; = P;z, .... n’v„n =P,„z. Has igitur 
aequationes addendo, obtinebimus 

No +tnv,+n’v,+...+nv. = Dd,:+D:+...+D,z, 
seu breviter Z(n’v)=30z=Dz. Est vero Z(n’v) functio symmetrica 
radicum ®,, %, »... v,„ aequationis M’v—= 0, ideoque ejus valor obtinetur 
rationaliter in co@flicientibus m,, My, 2... mM, Ei Ny, Ay»... 7,, ISque 
— Pz seu const. erit. 

Demonstravimus igitur ita brevissime hoc Theorema maximi momenti: 

Theor. IH. Si z=n'v integrale fuerit aequationis differentialis 

öxz = P.dz, seu Aujus dy+Pdxr = 0, fueritque v radir aequationis 


x Y 


M’v=0 in ipso P non conspicua, alque n’v functio quaecungue secun- 
dum v rationalis, (vel integra, vel etiam fracla, quae semper per istam 
aequationem ad inlegram revocatur); semper dabitur ejusmodi functio 





=0a+20(ep), Y,„=0da+2öd(pe), 
ZZ, = 3% &q+3g8c+böp+2pob, Y, = 2eög+3gäctböp+2päb, 
x x X y 
= bög+3gab— pda et Y,= böat3a b- pda; 


KARIN, Y+3YpK NY) Hr —Y, Y)tXKd—rY 3») 0, 
X, 341. Y,—3pY, +, 34, Y+rR+3pYV,Y,) 
ERST aan) 

6° 
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ipsius z (quae ut constans arbitrarius alterius ıllius aequationıs censer: 
potest), quae rationaliter in coöfficientibus functionum n’v et m’v (i.e. dla 
ut radiz illa v ulterius expressa non adsit, admissis praeterea radicıbus 
als, quae forsan in his coöfficientibus vel in P adsunt) exprimalur.” 

Observandum vero est, nos in tota hac demonstratione ejus rei nul- 
lam mentionem fecisse, quod co6fficientes aequationis M’v —=0 algebraicae, 
nedum rationales ipsius x forent functiones; fieri igitur potest ut hi quales- 
cunque functiones, dummodo ab ista radice diversae, sint. 

Hinc vero atque ex eis, quae ab initio monuimus, facile coneluditur 
generalius: 

Theor. IV. Integrale aequationis differentialis alias functiones irra- 
ttonales necessario non conlinere, quam quae vel in hac expresse adfuerint, 
vel quae constanlim functionando, (separatim saltem) ex illo exsulentur. 

5) Quin imo haec Theoremata ad radices transcendentes extenden- 
tur, quatenus ipsae per aequalionem gradus infiniti datae fuerint. 

Ut si loco aequationis M’v—=0O consideravimus hane A’ —y=0, 


quae idem valet ac algebraica (1 + N'—_y= 0, existente »n infinito, (seu 


I+ur + R +....—g9=0), cujus radices sunt 


= „Lı= = — vgl) seu "= „Lo+v. mi (= Öylzyereı Omp ...)5 
erit sane ut site 

®z = Eine) = n,.m+n.Zv+n.Z(w’)+n.2(0)-+.... 
Posito vero 1.2.3... m=]|m, erit illa aequatio 


(uv)” (uv)r1 


Im + Tamytre rer hie 
+ to mil u wer... im —(, 


u wu” 


ideoque Zv +,=0 Z(v Bye +2. = e 1) —=0(, etc., et igilur 
Oz: = n,..m— a. tr 2 a )ten. seu 
Dz = 1,0: = ne Ei (1—-)) + fees 


Ut igitur functio Pz finita zit st = z=0=n etc., et igilur 














L ' 
"v= IlI’v=I1-+1.. (seu unius gradus ad »). 


I) 
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Theor. V. Si igitur fuerit dyy+Pdx==0, nec adfuerit Ly in 
P, illiusque integrale I,-+1,. —q — const.; hoc et talı sub forma, (quae 


I 
haec TE coust. esse a poni poterit, in qua Log. amplius 
3m, 


u‘ 
IL“ 


: 1 
non conspicerelur. Sin vero poneremus Pz= —,®z, foret Pz 
n „dig: 


ale ,=0=n, etc, ideoeque s= m, + —- . rn + .? er 


seu polius 2 


. ._. n? . . 
sinplicitier = — .(Lg)’, cum in forma Kae n, et n, Omnino evanue- 


rin. Quoniam vero in dubium vocari poterit, num legitima sit haec con- 
elusio, cum aequationem per quantitatem infinitam divisimus, haec res penitius 
perserutanda est. Admittendo igitur primum formam inventam z= a+b.Ly, 
ubi « atque 5 ipsum Log.g non continet, differentiemus, habebimusque ita 
2:42 = gda+bdg+ob.Lg:gdatböy+eb.Ly, 

y x x x y y y 


x 


quae quantitas ab Lg libera erit, 1) si 5 constans fuerit, vel 2) si 
Ar Mc 25 rät a: — ef 


Ut vero ex hac analogia functio a AB Be ponamus ob. dy-+ ob. dz=0 








seu db=0, et e 
(29.9b—dg.Ob)dx q oq oq 
qda = b.I— ey seu . = — ’—.de— 2 .dy, 
ob.dx y n 
(quia jam 2 „>= dy), ideoque integrando d = const. t „= C— 14, 


quare 4a = —b.Ly, seu a ab Log. g pendens gd. abs., velz==Db, 
contra positionem. 
Vel 3) sit gga+bdg=0 et gda+bdy = 0, ideoque 
x x y y 
9a o (a) 
nr. dLg = fr: 
q olyq 
Y 
et integrand a=dLgy= vg, ee 
b=—qvıg alque <= yg—g- vg. Lg 
Aequationi igitur differentiali, cui Log. g non insit, integrale formae 
z=a+b.Lg seu a+b.Ly = const., 
tum tantummodo competit, cum vel 5 const. fuerit, quo casu et sub forman 


56 = e%). q = const. poni potest, vel cum = /)y—qy,g.Lg, ideo- 
que öz:dz — dg:dg et integrando (vel resolvendo) z= ®Dyg et igitur 
x y x y 


Pz=g fuerit. 
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In utroque igıtur casu pelli potest Log. q, tum vero in alteruiro 
exponentialem nanciscimur, ut integrale sit, vel (A+Ly = const., seu) 
B*.g = const., vel g = const. 

Integrale enim Y)g—qy,gLg = const. ipsum logarithmum ipsius 4 
necessario non continet, sed ortum censeatur functionando simplicius illud 
g = const. (per ®). 

6) Sit ulterius, silicet z=a+b5bLg-+ec(Lg), ideoque 


oz = öa+5b°1 + (85+2cX )Lg+2e. (Lg)’ 
et igitur 2 = AtBO+O.O ‚ut BO+y.0R si OQ= Lg; difleren- 


tiando vero secundum @, facile invenies hanc fractionem ipso Q carere non 
posse, nisi fuert A:4a=B:ß = Ü:y (Et similem coefficientium propor- 
tionem ad funetionem fractam quamcumvis eodem modo invenies.) Fractio 
igitur, quae dz:dxz exprimit, ipso Log. y non caret, nisi fuerit 


y 


GERN geb+2eäg: ki Hedge Mac ii, 
seu Adade=b. Köcdlg et 


ee 


köbödc = 2e.nd0ökn, 
x x Y 


y 
si A funetionem alternam (ut Adadc hance dadc—dade) indicat. Jam 
A xy  &% 
igitur, si A seölg =(, erit ade =0 köbde; ideoque integrando 


Y 


c=P(Lyu) S =dgeta= Dee un Kae xe=xg, et igitur 
s—Jbg+xgLgy+Pg.(Lg)’, seu z—=Pg; quo igitur casu forma spe- 


cialis cum Logarithmo necessario haud possidetur. 





Minime igitur est Aöcd Lg = 0, ideoque necessario erit 
y 


2c.höadce = b.köbde seu 2c.(de.da—dc.da) =b. NEAR 


X Y & Y Y x x Y 


Ut igitur hine functio « inveniatur, ponamus dce.dy PEPR be =() seu 


X 


de=V0, (nee ce=0, qui casus est praecedens), et 
be da = MENGEN. oc)dz, seu 


2c.da mb, (eb. d2+ 20. ee bdb. 


ıdeoque integrando c = const. et 2ca = 10 + const., quare 4e.a=b’+De. 
Ulterius ex aequatione Aöbdc= Ne. höcälg invenitur functio d, ponendo 


x Y 


similiter de = 0, et db = ?e. Lg. de—dlg. dy) = —?2cd(Lg), 











ERNEST u 
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ideoque na er wc—?2c.Lg. Erit igitur 
a= — 5 Pe+Vc—4cevelbg+4e (Lq)) 


seu breviter «= nz, +c.(Lg)’, ideoque 
Z=Dce—vcLg+cLg’+(vce—2c.Lgq)Lg-+c.(Log) 

seu 3=dec, et Lg ahiit. 

Sin vero c absolute constans est, foret de=0, et similiter haberi 
posset 5+2c Log.q pro argumento arbitrario interim constante (= Ü), 
ideoque esset dd+2cdLy =0, et igitur da+b.dLg = 0, (quia hoc 
valet, sive d= 6, sive d= 0). Integrando igitur obtinetur b+2c.Ly=C, 

x y 


et a+ /dLg(C—2eLg) = const., ssu a+CLg—cLg = const., ideo- 
que a+Lg.(b+cL) = v(b+2c.Lg), qare s= a+bLy+cly = 
Ylb+2cLg) et igitur Pz—=b+2cLg, ss ODvu=u fuerit. In utroque 
igitur casu pellitur (Lg), ut integrale formam b-++ Lg = const. nanciscatur. 


7) Hac via ulterius progredi liceret usque ad 
z=n’(Lg = mw+n,Lg+...+n, Lg‘, 

et ita ostenderetur hanc aequationem ab Lg liberari posse vel saltem ad 
formam simpliciorem 5+ Lg revocari. Ned eodem fere negotio problema 
multo generalius absolvere lice'. Disquiratur nempe, num aequatio inte- 
gralis necessario sub formam rationalem contineat functionem ab diffe- 
rentiali alienam et transcendentem Q primi ordınıs, (i. e. cujus difleren- 
tiale dQ algebraica est), et quidem a) primum integre. 

Sit igitur integrale s=n’( seu 

sn tn. O0 +n,0+...+n,0", ex. gr. s=abQ+c.0’+e.(', 


nec in d3:0dz functio Q ulterius adsit. Jam si ultima littera n, seu e va- 
x y 


riabilis fuerit, ipsa obiter pro constante arbitrario haberi poterit, eritque ita 


öz = da+95.0+09c.0°+(b+2c.0-+3e.0°)9 0, 
quae formula jam per se ab Q libera sit, ideoque 
öc+3e2Q0 =0, 29-+2c.20 =0 e da+b20 = 0 
et igitur integrando 


ee — E,—3e.(, 
b = E,—RE,.0+3e.0: 
et «= E,— E,.0+ E.0— e.0', 


ubi const. E,, E, et E, ut functiones arbitrariae ipsius e censendae sunt. 
His vero valoribus adhibitis, erit 
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B% RE 


z = (E,—E,.0+ E.0— e.0) 
+0 (E,—2E.0 +3e.0) | 
+ @(E—3e.0) i 
+ e.0 ‚| 
seuz—=KE,=De. Similiter vero universim demonstres, fore 3 =®(n,) 


si n, variabile est, quia semper, integratione et substitutione rite effecta, 
invenitur unusquisque terminus in z=(1 —1).0'.O®(n,)= 0, praeterquam, 


RR RR 


cum r—=0 fuerit. — 5) Sit vero deinde rn, absolute constans =e. Tum 
in analogiis ex dz:dy orlis defieit ratio de: de, eruntque proxime prae- ; 

x Y x y ; 
cedentes | 


de ha ze a Eure A %cp3e2 9: NER 
Ut vero haec aequotio. Mer, (quae et PEN fh 
eb(Ec+3e6Q) = Hb(dc+3e ce Q)+2c(dc 2 Q—8c—EPV) 
scribi na, elle NR ut analogia tractatur), lt c+3e0 = 
C = const., eritque necessario Od +2c2 0 —=0O et d5+2c60 = 0. 
ideoque universim h & 4 { 
db+2c0c.d0=0, seu db+2N(C—3e.0)d0 = 
indeque integrando 5+2C.0—3e.0’ = 
Ulterius sequens est ratio, illis aequalis, 9a +5090:5a4a+b60Q, ex 
qua similiter, eisdem positis, obtinetur \ a 
da+bd40=0, su da= —C,dO+?2C0OdO—3e0:d0, 
indegue «= G—UG,0+CO’—e0°. Jam igitur valor ipsius z erit 
= G—C0+ C0— el 
+00, — 200 Lac 
+0°(0—3e0) | 
+ eV 
seuz=(,, he. z=PD(c+3e0) seu Pz=c+3e0. Ista igitur con- 
ditio id tantum mutat, ut loco ipsius e jam e jam c+3e 0 argumentum sit 
arbitrarium. Nec vero ulterius (praeter e= const.), ponere licet c+3e.0 — 


absolute const., quia ce tum Q contineret, ideoque functio n’Q rite ordinata 
non essei. 


Hine vero elucet. 


Theor. VI. Aequationem integralem ita mutari posse, ut velipsum O 
minime contineat vel tantummodo sub forma a+b.0Q, eristente b constante. 








FERIEN DEREN RE GETRENNTE ER SEEN SEE 
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Haecque regula tum etiam valebit, cum EQ et 6@ functio fuerit quaecun- 


y x 
que, ejusdem indolis ac coöfficientes «a, b, € etc., nec tamen ipsum 4 con- 
tinens, quo juste ponatur ex. gr. dca+bEQ ab O non ver etc. 
Sit enim universim z= el" +e.0""+e.0"" -+-.... ponaturque 
de=0, eritque tum dx.0z a Q libera, si 
x 


Y 
oa t+neeQ=0, de, +n—I)eceQ=0, Ce, +n—?))e, 60 —0, 
de, +{n —3).,00=0 etc. 


ideoque (integrando) a +neQ =KE, &+ (n—ı1).(E. 0— 5.0. 0°) =K,, 
y —1) N 6) 2 ; N f . 
4 (n—2).(E.. ur .(E .®— r .e. 0°)) —=#£, etc. Hine vero 


valoribus coefficientium petitis et substitutis, erit 


z=e(0"+0""(—neß+E) 
+0 (n.” - en 


3 n—i n 
+ ( N. 


Sc —1 je: —) 4 —. nn 
+ 0 (ne PET ‚E.0’+....) ete. 


seu, involutione rite eflecta, 
= e".1—1" + E.0"1—1)"+E.0 711) +... 
.. + E.07.1-1" "+... +E,.0°.1—1)' 
et igitur necessario s—=E,, seu z=DPe, quia ponabamus de=0, seu 
e== const., ideoque const. E, hujus sit functio. Sin vero e per se con- 
stans fuerit, erit revera E const. arbitr., et ideo 


E,=PDE seu E,„=PDle +neO) 
®z zu e, +ned. 


His igitur demonstratum est /heorema maximi momenti, quod modo 


innuebamus, scilicet hoc: 
Theor. VII. Si fuerit dyy+Pdx=0 seu Ex = P.dz uequalio 


.e + (n—1)."Z.E.0— (n—?) .E,.0) 


et igitur 


Y 
differentialis, cujus modulus P (scilicet rationis 02:02 seu —Oy:dx) 


% Y 


functionem transcendentem Q ex simplici integratione ortam expresse non 
continet (i. e. talem, ut nec 2 nec eQ per ipsum Q exprimatur), fuerit- 


que integrale z=n’(, sun) = emmst.; tum hoc semper dla immutari 

potest, ut vel ipsum Q expressum non ulterius contineat, (sed integrale sit 

z= a, seu N, const.), vel tantum lineariter (seu idem sit DPz=a+0, 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd, XXV, Heft 1. 7 
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seu a +0) = const.), exsisiente a functione algebraica vel eham Iranscen- 
denti, quae vero a () omnimode diversa sit. 


8) Quamquam vero hucusque posuerimus rn’ ( esse functionem ipsius 
0 rationalem integram, attamen, idem de fractam valiturum, divinari licet, 
cum haec in illam semper resolvatur. Sin vero & foret functio irrationalis 
secundum @, ipsa secundum Theor. Ill. pelli poterit. 


Sic exempli gratia si fuerit pars integralis & functio fracta primi 


PETER Sue arb j . 
ordinis ipsius Q vel similis 7’ seu = ar et 1) primum 4=V0, erit 
& 
l di > ge ° 1 
tum — — —-, ideoque ex antea demonstratis B=e.a, atque —_ = 
< d er 
(X u“ » * . . . - 
+ T = const., seu formae jam dielae. Alias vero 2) si d haud =0), erit 
(li 
chb—ıu A) 0 T+ı («+P IT RETTEN werepPN 
BE == 
(a, 3T): 
‚deoque 
92 02 u 


ab — aß) "+ u0u—ada + (aöb—böa + Pda— aöß) T+(ß 0b —bop)H’ 


X X 


bu) OT +ada—ada + ab ba + Pda—aöß) T+ (Pb 22) T 


DL TINT 
r.{YT+HrTrT: 
est, nisi fuert A,: A, : = Y,:Y,: Y.. Ponamus vero obiter Bdb=bdPß, 
eritque A, —=0 = Y,, atque integrando = Ü.b. Praeterea, quia A,: Y, 
= Ä,:Y,, eritium X, =0=|,, seu adb—bda +-Pda—uadp = 
ideoque adb—bdua+U.(bda— adb) = 0, et integrando , — (0. „+t6; 


seu a=lta-tlDd. 


i 


seu P formae . Hujusmodi vero fractio a 7' libera haud 


Sed ert et %,:%, = X::F. = 0:0, seu X, = 0 = Y,, ideoque 

ab—aß)dT - uda — = 0, seu valoribus ipsorum & et ß jam inventis 
u er _ en b a 

adhibitis, ©, #.(dT 4 - — ) = 0, ideoque integrando T’+ 5 we. 


ni 
Jam igitur, nisi Ü per se constans fuerit, ert Ü = . — argumenlum rs 


| m 3 . „EB 
irarium, ideoque C, = % (© ). U, = o(5 ) ‚ atque =a.- E+ b.v £ ‚et 
Wdeirco 
? 
j p j 
«+ T= 


Rn (Arr 


? 


on 
© 
Fe 
Dläre 3 
cv 

[ nes 
#4 
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seu, (argumento n subintellecto ) 
4 
: by 1 av 1) 
; zz ——-—, seu = — — =D 
; bw-H-ßöp’ 2 p r b 
i 2 
exsistente o=&b(f) funetione solius z ‚ qui valor jam a T liber est 
u a j @a— u 
Sin vero fuerit „—Ü= const. absol., erit C,= , — argumentum ar- 
| } { a—uU\ I a DUFT 4 ; 
bitrarium, ideoque Ü,, = ol ; ) = T+,;, e idiro P= Ü.b, 
*) 
a+bT=b. p(°Z° - ) alque 
& — MV 
ne “®) 
RR Y | , ([e—uUG\ 
x == u A su zu er ): 
— (NV Te / v 
«+6(b. (*7 Alk ua )—.) 7 -+U.g 
u ie di a RR a+-bT 
Theor. VIII. 8: iyetur iniegrale fuerit z = 2 nm er ei 
z ac. bI 
I} \ RR @— uU 
; ze o(4) aut z = funclion solius — —. 
Quae vero res jam hoc sıbı volunt, aequationem differentialen 
dy+Pdx =0O seu particularem huic aeqwivalentem 62 —= Pörx, inte- 
u Be 


gralı hujus formae — const. vel =2, exsıstenle ) functione inte- 


a+P0 


graliter transcendente, quae in P haud conspieua sit, tum lantummodo gau: 


) ; » 7 ’@a— al 
dere posse, cum ıdem inlegrale vel sub forma 3 = (5 ) vi z=d( n } 
J) 
ja] 
. . J \ . r 
(sı jam z = Ü = const.) aeque ponere liceat, quo et ) ex integrale abit. 


BR NE ' >. 2... a+bO+ecO? 
} 9) ‚Similiter vero ulterius s = 2<+30+7,0: 


bita analysi ad conclusiones haud dissimiles pervenias, quo tibi persuadeas. 
Theor. IX. Si aliquando hujusmod: integrale (vel etiam magis com- 


ponas, similique adhi- 


positam scil. formae functionis secundum @ rationalis fractae gradus cujus- 


N ._ %t84 0+u, 0? +... +0 
cunque = b.+3, 0-5, 0?-+....+0,.0” 


mutarı (constantem vel z scil. rite functionando ) posse, ul aliena huec 
transcendens ulterius haud adsit. 


-) obtinueris, hoc idem et ita trans- 


10) Quin imo, quia unaquaeque funclio sub formam functionis in- 
tegrae vel fractae evolvitur, nniversim divinari potest, si integrali illud © 
sub funclionis cujuscunque signo contineat, similem transformationem 
semper locum habituram. Ne vero taedium excitemus, ampliorem hujus rei 
ni 
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- 


explanalionem omittimus, sed potius rem cognatlam in arenam vocamus. 
Praevie vero observamus, hujus singularis phaenomeni hanc esse philoso- 
phiam, isti (ranscendenti partim universim infinitos valores competi (id quod, 
uisi tolli posset, integrali justo plures valores et quandam immeritam in- 
determinationem t{ribueret), partim constantem arbitrarium virtualiter competi, 
quo integrali aequationis primi ordinis duo hujusmodi constantia attinerent, 
il quod per se absurdum est, nisi forma ita mutari posset, ut haec utraque 
ın unum coalescant. 

11) Sit igitur z= f(x, y, Q) integrale aequationis dyy+ Pdx =, 
existente 5, constante arbitrario atque Q = /Rdg; quaeritur jam universim 
sub qua forma haec functio (0, in ista f inesse possil, cum nullatenus ın 
psa P conspicua sit? Differentiemus z ut functionem ipsorum = et y. 
(quam breviter per f indicamus) eritque si 

df = E-ERFLTWEFTERSR 
x y 
d2:d42 = (IF) +EQ.2F:(EF)+IQ.If 
vo) x = ©... ».Q 
quod (communi quodam factore, omne Q comprehendente, sublato) ipsi P 
aequale sit. Jam vero P est = P,,, seu functio solorum x et y, ipsa 
vero f ut functio trium quantitatum x, y et (@ prostat; nihilo tamen minus 
ex aequalitate 
of+eQ.of= P.(ef+20Q.cf) 
x x Q y y 0) 
necessario concluditur 
_(2f+80.2f\ 
E TETIRTE m se a 
y vQ 
cnjus aequalionis beneficio jam functio f est determinanda. (uoniam vero 
jam in signo [Rdg constans arbitrarius latet, qui sit c, ponamus u=c+ 0 
—=c+/Rdg, eritque aeque du = dQ = Rdg. Quando vero ita Qin c+Q 
sen a mutatur, etiam integrale propositum mutationi est obnoxium, quae, ut 
bene scimus, in eo consistit, ut pro z exoriatur ®z, quo jam illud sit 
Dz = fla,y W). 
Exinde vero aeque obtinebis, (qua du=00), 


92:03 =0f+du.0f:of+eu.cef=P, 
Y x x UL YV Y 1 


ey 
in qua aequalione iterum Q vel % nonnisi identice adesse potest, ideoque erit 
8f+90.8f 
917 —-— = I = 0, (qua 09u=00, du—= od). 
“LeTr0Q.0f Zu x \ o. y 9 


TE EEE 3" 





7 
% r 
a 
Bi 
z 
SEE 
as 
3 
E: 
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= 
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Integrando igitur obtinetur &ef+EQ.of=P.(df+ oQ.of), ubi P est con- 
2 . a Y y u 


'stans integrationis, sc. = P.,,, seu functio ipsorum z et y jam proposita. 


Ut vero haec aequatio ulterius integretur, ex regulis notissimis ponendum 
est d=0, dyy+Pdre=0 et du=(—P2QO+2OQ)dx; quarum aequa- 
y x 


tionum illae suppeditant f = const., et 2= const. (est enim P= dz:0z, 


ideoque dy.dz+dx.02=0=dz, ubi tamen z non nisi ut functio solo- 
y x 
rum z et y seu = F(xy) consideratur ) et haec evadit 
du = +090.dy+00.de = dO, 
y x 


et igitur vw = Q+c, (ut autea), existente C const. arb. Ex notissimis 
igitur integrandi principiis necessario erit f= Y(z, u— 0) seu f = Y(z, c)) 
exsistente c constante arbitrario vel etiam aliquo modo determinato, hoc z 
vero, (quod probenotandum), ea ipsorum x et y functio = F{xy), quae 
integrando aequationem dy+ Pdxz=0 obtinetur, vel etiam rite secundum 
constantem arbitrarium resolvendo aequationem quandam hujus integralem. 
Demonstravimus igitur ita obtineri f(z,y, Q)=Y(F(x,y) ec), ideoque 
Pfa,y,0) = Py(Fla,y)c) seu = DPFey), 
posito scilicet Db(z,c) = Dz. Observamus vero, si immediate aequatio- 


nem coP=0 integrare instituissemus, nos ad aequationes 
1% 


df=0, dy+Pdxz=0 et dO=(8geQdxz—P93Qdzx), seu dO = AO 
statim delapsos fuisse, quae integrando suppeditant f= const., Fry = const. 
atque OO = const., ideoque necessario fort f= Y(Fry, 00) seu f= 
Y(F(zy)0) h.e f=Y(Fey) su s=vY(Fxy). Immediate igitur ın- 
tegrandi regulae negant ipsius Q praesentiam; quae res igitur hoc sibi 
vult, ut haec functio ad integrale z = f (vel potius z—= F') necessario non 
pertineat; attamen, quia integrale aeque scribi potest Oz = DF', existente 
® functione arbitraria, haec sta electa esse potest, ut a dextra parte functio 
0 proveniat. 

Obtinebamus scilicet jam aequationis dy+Pdy = 0 haec integralia 
F(zy) = const., DFxy = const., et f(z,y, Q) = const. = 3 alque 
[(x,y,u) = const. Quae omnia nonnisi secundam formam et constantium valores 
differre possunt, praeierea vero eandem ipsorum x et y relationem exprimunt. 

Habebamus vero ®z = f(x, y, u), ideoque erit Df(x, y, 0) = 
f(2,y,Q0-+e), i.e. Q ita tantummodo adesse potest, ut ipsum functionando 
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constantem (z vel potius ejus valorem analyticum f\2,y, Q)) m Q@+ec 
mutetur. Generalius vero integrale representari potest per aequationem 
Dz = f(w,y(@-+ygz)), quae differentiando, (nisi fuerit communis ipsorum 


öx et dz factor d, s— 9,3.Cf =0, id quod universim fieri nequit, quia 
Y () 


f 


tum S(®z—f)=0 foret, ideoque aequatio Dz = f identice secundum z 


valeret, et ideirco constante arbitrario z careret) aeque suppeditat: 
02:93 = 0f+090.9f.:0f+00Q.of, 
X y x x 10) Yy \ () 
ubi in dextra parte Q-+ 93 aeque exsulat, ac in priori illa, (qua of= & f); 
O0 (Q+3: 
attamen in illa aequatione @ aliter adesse negquit, quam ut parlim ipsa rile 


resoluta suppeditare possit s=F(ry), vel saltem s=YF(zy), parlim 
ipsa ( (quam necessario 93 comitatur) utrimque funetionando tolli possit, 
ut sit Dfta,y(Q+9g3)) = F(a,y). Quae res, ut vidimus, inde exoritur, 
quod ipsanı functionem @, utlut integrando obtentam, constaus arbitrarius 
virtualiter comitatur, quae, formam aequationis rite immutando, tandem cum 
altero illo s necessario, Conjugatur. 

QOuia enim in aequatione differentiali tantummodoe fg = 00, non 
vero ipsum Q, adsit, ipsa haud eo alteratur, quod Q in @+e variet; ideoque 
hujusmodi variatio in aequatione integrali admittenda est, praesertim si hoc 

ut funelio constanlıs z censetur. 

Quoniam vero in aequatione s=f(2,y, Q+ 92) universim ipsa g2 
quaecungque ipsius 5 functio esse possit, aequatio Dz= Dfla,y, +92) in 


simpliciorem Pz = @(2,y) + c.(O+g2z) praevie mutetur, deindeque in 
Dr—e.ys=G(ia,y)+ec(, exsistente ce constante absoluto (Ex. gr. =1), 
quia hoc solo modo constantes arbitrari Dz et 92 in unicum coalescere 


gueant, ut natura aequationis differentialis primi ordinis requirit; ita enim 
solummodo const. ipsius Q seu [Rdg cum altero illo conjungitur. Haec vero 
conjunctio, ut vidimus, certam aliquam functionem ® adhibendo perfcitur. 

12) Ilis vero paucis demonstravimus 1) id regulare esse, ut functio 
(ranscendens Q primi ordinis, (sc. functionem aliquam algebraicam simpli- 
citer integrando orta, cum P algebraica sit, vel saltem altioris ordinis, quam 
eae, quae in P adsunt funetiones, cum P transcendentes continet functiones) 
eliam in aequatione integrale zs—= F(x, y) hujus differentialis dyy+Pdz = 0 
seu ös=Pö°z, in qua Q haud conspicitur, absil; 2) attamen interdum 


x 


aceidere posse, ut funetio quaecunque nova transcendens (O= $(g)) adsit, 
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id quod ex sola aequalione Ps—=DdF/x,y) oriri potest, functionem ® rite 
eligendo. Ut si fuerit ex. gr. F,y)=f(9 Tr, ....), exsistentibus p, q r 
certis ipsorum © et y functionibus (algebraicis, cum P algebraica, trauscen- 
dentibus cum haec transcendens fuerit, functioque ® ejus proprietatis ut 
2 Df(P, 9, r,....) n D(P., O,; Ras, --..) mutetur, ideoque integrale illud 
s=F(z,y) n D2=0(P „, Oo, Ro; ....) ssus=W(P,,0.,,R.;,-- 

sı Ob =D fuerit, existentibus P,,, On, R,, novis transcendentium signis; 


Pan SEE Dee 


aderit sane illa nova transcendens Q, eaque saepissime ab alıis P, R ete. 
comitata. 3) Cum vero id aceiderit, ut in aequatione integrale adsit quantitas 


RE. Re 1 SE SRRERREREEE, = 


(ranscendens, quae in differentiali non conspiciatur, tum dari functionem unius 


Ben RR 


argument, quae hanc vlerum tollat. Üt si obtentum fuert s=fx, y,Q). 
dari funetionem ® ejusmodi ut Pz= #(x,y) sit, exsistente F(z, ) 
[unetione, quae nullo modo ex Q, componatur, sed vel ex algebraicis, si P 
algebraica fuerit, vel ipsa sit funelio su generis duorum argumentorum, 
eaque integrando aequationem dy+Pdx=0 orla. In paucissimus igitur 
casibus sperare licet, ut hujusmodi aequationes, quoties P ex y et x inse- 
parabiliter, attamen algebraice, componitur, per simplicia et indefinita inte- 
srandi signa ([) integrentur, cum facile de insuffieientia funetionum alge- 
hraicarum convinci possis, nec, ut vidimus, functiones transcendentes primi 
ordinis (seu formae /QOdg, exsistente Q algebraica ipsius g, et q ipsorum 
x et y functione) hac in re magni sint emolumenti. Hae igitur functiones 
duplieis argumenti singularem suam theoriam expostulent, omni Analystarum 
attentione dignam. 

13) Praeterea, quia ostendimus fore Df(x,y, O+y:2)=#(a,y), 
quoties functio Q ad aequationem dy+Pdx = 0 integrandam adhiberi 
possit; inde vice versa elicietur OQ +92 = Y(z, y, F(xzy)). Quoniam vero 
g arbitraria est functio, pro illa eligere licet eam, quae O0 est ipsius q, 
ideoque poni potest (= 99, (functione g jam per integrationem = /Rdy 
—= gg determinata); et igitur, cum praelterea sit Or=F(xy), erit 

99492 = Yay, D2). 
Hine igitur colligitur Zheorema maximi momenti: 

Theor. Ä. Quoties aequationem alıquam differentialem dy+ Pdx 
— 0 duobus diversis modis complete integrare lieueril, uno scilicet ejus- 
modi ut obtimeatur E(x,y) = const. ın functionibus quantum fiert possit 
simplieissimis (algebraicis ex. gr., cum P algebraica fuerit), alteroque 
f(z,y, Q) = const., exsistenie O=/[Rdg= 99; tum haec functio inte- 
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gralis (g) addıbilıs erit, i.e. functiones similes 94 et 9x in simpliciorem 
formam coalescent. Sunt vero universim tum g tum  functiones ipsorum 
x et y, ideoque reversim hac illorum, sc. 2=£(g,z) et y= Y(g,z), quare 
99+9= = vl(E(@, =), Y(g, 3), Oz), quae igitur universalissima est forma 
funetionum hujusmodi addibilium. Talia ex. gr. sunt eirculares et ellipticae. 

14) Ex eis, quae modo stabilivimus, facile ea, quae Geometrae de 
formula Adx algebraice vel logarithmice integranda docuerunt, praetereaque 
itidem perspicies, 

Theor. Al. Cum aequatio differentialis primi ordinis (dy+pdx 
—= (0) seu d&z=pöz) per integralia indefinita (de definitis haud egimus), 


x 


solvitur, tum epswus integrale sub hac forma poni posse 
/Poep+/Q°g+/Rer-+.... = const. su = z, 
continentibus P, Q, R etc. haud alias surdas vel transcendentes formas, 


quam quae in P aperte conspiciantur: functionem vero, quae hoc efficit, 
interdum ?stis magıs composilam esse. 


Lundae Idibus Juni MDCCCKL. 
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Theorie der Centralen. 


(Vom Herrm HM. Grafsmann, Lehrer der Mathematik zu Stettin.) 
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$- 8. Uebertragung des Hauptsatzes und seiner Folgerungen auf Linien- und 

| Ebenen - Systeme. 

E, ist bekannt, dafs sich aus jedem geometrischen Satze ein zweiter, 
ihm paralleler Satz dadurch ableiten läfst, dafs man statt der Ebenen 
Puncte und statt der Puncte Ebenen setzt, während die geraden Linien bleiben 
was sie sind. Enthält dabei der Satz noch bestimmte Abhängigkeiten, so 
lassen sich auch diese stets nach einer allgemeinen Regel umgestalten. Diese 
gegenseitige Beziehung, welche man bekanntlich Reciprocität nennt, läfsı 
sich auch auf den allgemeinen Lehrsatz ($. 4.) und auf die daraus abge- 
leiteten Folgerungen anwenden. Doch können wir uns hierbei nicht auf 
das Prineip der Beciprocität als auf ein schon bekanntes berufen, indem 
dieses Princip, so weit mir bekannt geworden, in Bezug auf deu Raum 
noch nicht umfassend und genügend dargestellt wurde. Es giebt nämlich 
im Raume aufser jenen beiden reciproken Systemen noch ein drittes von 
nicht geringerer Wichtigkeit, was aber bisher noch übersehen zu sein 
scheint, indem nämlich den Puncten des einen und den Ebenen des andern 
Systems in dem leiziern gerade Linien entsprechen, so dafs in Bezug auf 
den Raum jeder Satz dreifach erscheint (in Bezug auf die Ebene zweifach). 
Diese reciproken Beziehungen werde ich bier zugleich in der Art ableiten, 
wie sie sich für die beabsichtigte Umwandlung des obigen Satzes von 
selbst ergeben, und so werden vermöge dieser speciellen Abzweckung 
auch die schon bekannten reciproken Beziehungen in einer neuen, vielleicht 
auch an sich nicht uninteressanten Form auftreten. 

In der bisherigen Entwickelung wurde jede Oberfläche als geome- 
triseher Ort eines Punctes (8) betrachtet, zwischen dessen veränderlichen 
Richtstücken x, y, z eine Gleichung ‚vom nten Grade stattfand, und wir 
nannten eine solche Oberfläche eine Fläche nter Ordnung. . Man kann nun 
zweitens jede Oberfläche als die von einem System von Ebenen Umbüllte 
ansehen, indem wieder zwischen den veränderlichen Bestimmungsstücken 
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der Ebene eine Gleichung statt findet; und wenn man unter dem geome- 
trischen Ort einer in ihrer Lage nach einem bestimmien Gesetz veränder- 
lichen Ebene wiederum die. von sämmtlichen Ebenen, welche vermöge des 
Gesetzes dieser Veränderlichkeit möglich sind, Umhüllten versteht, so er- 
scheint in diesem zweiten Falle die Oberfläche als geometrischer Ort einer 
Ebene. Jedes Element einer Oberfläche wird im ersten Falle durch den 
Punct, welchen es einnimmt, im zweiten durch die Tangential-Ebene an 
dieses Element dargestellt. Im dritten Falle endlich soll die Oberfläche 
als von lauter Geraden umhüllt, also als geometrischer Ort dieser Geraden 
(in dem vorhergegebenen weiteren Sinne) angesehen werden; das Element 
der Oberfläche wird also dann durch eine Tangente an dieses Element re- 
präsentirt. Da es aber unzählig viele Tangenten an ein Element einer 
Öberfläche giebt, welche eben in ihrer Gesammtheit die Tangential- Ebene 
bilden, so mufs man, um jedes Element durch eene Tangente zu repräsen- 
tiren, noch eine Bestimmung hinzufügen. Es giebt keine einfachere, als 
die, eine Axe im Raume anzunehmen, welche wir Haupt-Axe nennen und 
von welcher aus jedesmal die Tangenten gezogen sein sollen. So ent- 
spricht dann jedem Elemente der Oberfläche nur eine Tangente, und alles 
ist jetzt dem Früheren analog. 

Um nun den allgemeinen Satz für diese beiden neuen Systeme, 
welche wir Ebenen- und Liniensysteme nennen wollen, umzuwandeln, 
kommt es nur darauf an, diejenigen Beziehungen, aus welchen wir dort 
jenen Satz ableiteten, auch hier festzuhalten. Es waren diese Bezie- 
hungen dargestellt durch die Gleichungen (1. 2. 3. 4. 5.) in $. 2, von de- 
nen (1.) und (5.) hernach noch eine individuelle Gestaltung annahmen. 
Die Gleichung (1.) (späterhin 1.) bestimmte den Punct Q, die Gleichung 
(2.) die Oberfläche, als Ort des Punctes S, zwischen dessen Richtstücken 
eber die Gleichung stattfand, wobei ein fester Punct P als der Ursprung 
der Richtstücke, d.h. als der Punet angenommen wurde, dessen Richtstücke 
0 waren. Die Gleichungen (3.) stellten die Bedingung dar, dals Pf, Q, 8 
in einer Geraden lagen, und aus diesen drei Gleichungen wurden dann die 
Gleichungen (4.) und (5.) abgeleitet. Lassen wir also die Gleichungen 
(1.) und (2.), welche immer an sich noeh willkürlich sind, auch für die 
beiden letzten Systeme bestehen, so kommt es nur noch darauf an, dals 


auch die Gleichungen (3.), nämlich 


x yr usb 2 


ir — 
er. ge GB b) 


ter ‚4 0 
Y > q 


x 
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hier gelten, und es müssen also die Richtstücke der Ebene oder der Gera- 
den (deren Ort die Oberfläche darstellen soll) so gewählt werden, dafs 
die Gleichungen noch fortbestehen. Bei dem Ebenensysteme, wo also die 
Oberfläche als Ort einer Ebene angesehen wird, wird man unter S, also 
auch unter P und''O, Ebenen verstehen müssen. Die Bedingung, dafs die 
Puncte P, S, O in einer Geraden liegen mufsten, wird also hier durch 
die Bedingung vertreten, dafs die Ebenen P, S, O0 sich in eener Geraden 
schneiden sollen. Man nehme nun P zur Ebene zweier Richt- Axen (X, 
Y)). und nehme von dem Durchschnittspuncte derselben aus eine dritte, nicht 
in der Ebene liegende Axe (Z). Nun seien die Stücke, welche die Ebene 
S von diesen drei Richt- Axen abschneidet, x, y, x: alsdann schneidet 0, 
da P, S, O sich in eener Geraden schneiden sollen, von den beiden in P 
liegenden Richt- Axen X und Y dieselben Stücke x und y ab; hingegen 
schneidet O von der dritten Axe Z das Stück 2’ ab. Wollte man nun 
die Stücke &, y, 2, durch welche die Ebene S bestimmt ist, als Richtstücke 
derselben annehmen, so würden die Gleichungen (3.) nicht mehr gelten; 
dagegen werden sie bestehen bleiben, wenn man zu Richtstücken einer 
Ebene S die Gröfsen ®, %, 2 nimmt, von denen ® = —; vV= ; (2 = 2) 
ist. Denn nennt man nun PD’, X‘, z‘ die Richtstücke der Ebene M in demsel- 
ben Sinne genommen, wo also ®’' = 2 vV- # ist, so hat man unmittelbar 


p il 


— 2 — 
—— 


f . 


|» 


Um noch das Analogon von s und g zu erhalten, ist nur zu erwägen, dals s 
und g nur von der gegenseitigen Lage von P und S einerseits und von P und 
Q andrerseits abhängig waren, und zwar so, dafs man jene drei gleichgesetz- 


ten Ausdrücke gleich ’7 setzen konnte. ‚Dasselbe erreicht man hier auf eine 
sehr einfache Weise, wenn man die dritte Axe Z gegen P senkrecht annimmt. 
Alsdann ist offenbar — = ED: sobald man unter PS und PQ die Nei- 
gungswinkel der Ebenen versteht; wobei zu merken ist, dafs PO und OP 
wieder entgegengesetzte Winkel sind. Bezeichnen wir also tang PS durch s 
und tang PQ durch g, so ist auch Ä 


$ 


’ 


| | q 
wie oben. ($. 2.). und: wir können also wie ‚oben substituiren: 
g% 


— 
 — 


| 
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| mv. BE u Fur ge ad 
[3] Abe ek n Aeat 1 
welche den Gleichungen (3.) in $. 2. entsprechen. 


Wir wollen, ehe wir in der Entwickelung weiter gehen, hier einen 
Augenblick verweilen, um die Bedeutung der gefundenen Richistücke fest- 
zuhalten. Wir nennen die Ebene P, in welcher die Richt-Axen X und Y 
angenommen waren, die Haupt-Ebene, die darauf senkrechte Axe Z die 
Haupt-Axe, die übrigen Axen (A und YF) Neben-Axen, und die beiden 
Ebenen, welche durch die Haupt-Axe einerseits und die beiden Neben- 
Axen andrerseits gelegt sind, Neben-Ebenen. Die Richtstücke der verän- 
derlichen Ebene S sind nun erstens das Stück, welches sie von der Haupt- 
Axe abschneidet, zweitens und drittens die Tangenten des Wiukels, wel- 
chen die von der veränderlichen Ebene und der einen oder der andern 
Neben - Ebene gebildete Durebschnittslinie mit der Haupt- Axe macht. Auch 
hier ist zu bemerken, dafs / der Ursprung der Richtstücke, d. h. dieje- 
nige Ebene ist, deren Richtstücke O sind. 

Nimmt man nun eine Gleichung vom nten Grade 

[2] ZF, 9% vv, 2)=0 
zwischen diesen variabeln Richtstücken der Ebene S an, so ist der geo- 
metrische Ort derselben eine Oberfläche, welche wir nach Analogie des 
von @ergonne für ebene Curven eingeführten Sprachgebrauches eine Ober- 
fläche nter Classe nennen. Durch Substitution von [3] in [2] erhalten 
wir, wie oben, | 
Kal MY) 0 


q" TE 

welche Gleichung also in Bezug auf s von demselben (nten ) Grade ist, 
wie die Gleichung [2], und welche also lehrt, dafs an eine Oberfläche 
nter Ulasse von einer gegebenen Geraden aus, n Tangential- Ebenen mög- 
lich sind. Sobald man nun zur Bestimmung von g dieselbe Gleichung (1.) 
festhält, so mufs auch dieselbe Gleichung (V.) daraus hervorgehen, also 
derselbe Satz hier gelten. Die Gleichung (1.) hatten wir in $.4. auf die 
Form (1. 5), nämlich auf | 


a. [(-2)....(G- 9] =0 


1 


gebracht. Im gegenwärtigen Falle bedeuten g und s, u. s. w. die Tangen- 
ten der Winkel PQ und PS, u.s.w. Es läfst sich, dem Obigen analog, 
hieraus eine noch einfachere Gleichung von der Form I. c. ableiten, indem man 
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9 _4__tangPQ _ „_ POcosPS, __ cosPQsin PS, — sin PQcosPS, 
ER tandPS,  cosPOsinPs, cos PO sin PS, 
sin(PS,—PO) sm OS, 





— osPOsinPS, — sinPS, cosPO 
setzt und dann, nachdem auf entsprechende Weise auch statt der ührigen 
Gröfsen in obiger Gleichung (I. 5) substituirt worden ist, dieselbe mit 
(eosPQ)” multiplicirt, woraus sich 
el (ars ups) = 0 

als Gleichung der harmonischen Mitten (@) mter Ordnung zwischen den 
sich in einer und derselben Geraden schneidenden Ebenen 8, .... 8, in 
Bezug auf die durch dieselbe Gerade gelegte Ebene P, ergiebt. Dem- 
nach läfst sich der Hauptsatz für Ebenensysteme wie folgt, aussprechen: 








„Wenn man durch eine in einer festen Ebene P liegende beweg- 
liche Gerade an eine feste Oberfläche nter Classe die n Tangential- Ebenen 
S; .... 8, legt und eine durch dieselbe Gerade gelegte Ebene Q so an- 
nimmt, dafs: die Summe sämmtlicher Producte zu m Factoren, welche 
sich aus Brüchen bilden lassen, deren Zähler die Sinus der Nei- 
gungswinkel zwischen einer der Tangential- Ebenen und der Ebene \), 
und deren Nenner die Sinus der Neigungswinkel zwischen derselben 
Tangential- Ebene und der EbeneP sind, gleich O wird: so ist der geo- 
metrische Ort der Ebene Q (d.h. die von den sämmtlichen Ebenen Q Um- 
hüllte) eine Oberfläche mter Classe; und zwar erhält man, wenn P zum 
Ursprung der Richtstücke gemacht wird, die Ortsgleichung für Q) aus 
der Gleichung der gegebenen Oberfläche dadurch, dafs man jedes Glied 
der letzteren mit einer Combinationszahl multiplicirt, deren Elementen- 
zahl die Ordnung dieses Gliedes zu n und deren Classenzahl dieselbe 
zu m ergänzt. 

‚Wir nennen hier wiederum die Ebenen Q die zu der gegebenen 
Oberfläche und der Polar-Ebene P gehörigen harmonischen Mitten ter 
Ordnung und ihren geometrischen Ort die te Centrale der gegebenen 
Oberfläche in Bezug auf die Ebene P. Ferner ist zu bemerken, dafs die 
Oberfläche, oder vielmehr das Gebilde erster Classe, ein Punet ist; so dafs 
also auch der Ebene eines Punctsystems ein Punet des Ebenensystems 
entspricht. Nämlich die Gleichung ersten Grades würde sein: 


adD+bYv+c= 2. 
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Setzt man hier wiederum statt ®d, % ihre Werthe za -; indem x, y, 2 


die durch die veränderliche Ebene von den drei Axen abgeschnittenen Stücke 
(die Axen- Abschnitte derselben) bezeichnen, so erhält man, nach Division 
mit &, die Gleichung 


u 3, 


a b 

Pag ae a 
welche bekanntlich die Relation zwischen den Richtstücken a, db, c eines 
Punctes und den Axen- Abschnitten &, y, z einer durch diesen Punct ge- 
legten Ebene ausdrückt. Also ist jene Gleichung ersten Grades die Glei- 
ehung eines Punctes, dessen Richtstücke a, d, e sind. Die erste Centrale 
ist somit ein Punet, welchen man daher den harmonischen Mittelpunct der 
Oberfläche in Bezug auf die Ebene P nennen kaun. Kben so wird eiu 
System von 7 Punciten als Gebilde nier Classe augesehen und die erste 
Centrale desselben wieder der harmonische Mittelpuncet zwischen den n 
Puncten in Bezug auf eine Ebene P genannt werden können. Liegt P iu 
unendlicher Entfernung, so wird dieser Punct, wie leicht zu sehen ist, zu 
dem Schwerpuncte zwischen jenen n Puncten (alle als gleich schwer be- 
trachtet). Es bedarf kaum einer Erwähnung, dafs bei ebenen Curven die 
Tangential- Ebene S durch eine Tangente S vertreten wird, dafs hier die 
Richtstücke dieser veränderlichen Geraden, weun dieselbe von den Axen 


le 


(X et Y) die Stücke z und y abschneidet, x und Y= 5 sind, und dafs 


für ebene Curven bei Beobachtung dieser Bestimmungen ganz dasselbe gilt, 
was für die Oberflächen bewiesen wurde. 


Wir gehen nun zu dem Liniensysteme im Raume über) bei welchem 
eine in einer festen‘ Haupt- Axe bewegliche Gerade als erzeugendes Rle- 
ment betrachtet wird. Man bezeichne wieder die Haupt-Axe durch P, die 
veränderliche Gerade durch 8, irgend eine andere durch P gehende Gerade, 
deren Lage später bestimmt werden soll, durch @. Die Gleichung, welche 
zwischen den veränderlichen Bestimmungsstücken der Geraden statt findet, 
bestimmt wiederum die Oberfläche. Die Richtstücke dieser Geraden 'sind 
so zu wählen, dafs wieder die Gleichungen (3.) fortbestehen , für den Fall 
dafs die Geraden P, S, @ in der einfachsten Beziehung steben. Als ein- 
fachste Beziehung nehmen wir die an, dafs P, S und © von demselben 
Punct ausgehen und 'im derselben Ebene liegen. Nimmt man nun in einer 
gegen die Haupt-Axe senkrechten Ebene, welche Haupt-Ebene heifsen 
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soll, zwei beliebige in der Haupt-Axe Z zusammenlaufende Axen X und 
Y an, so läfst sich die Gerade S durch folgende .drei Stücke bestimmen: 
erstens durch das Stück z, welches sie von der Haupt- Axe abschneidet, 
und ferner durch die Richtstücke (z, y) des Punetes, in. welchem sie die 
Haupt-Ebene schneidet: diese Richtstücke nämlich in Bezug auf die Axen 
X und Y genommen. Die Gerade Q soll nach der angenommenen Bedin- 
gung die Haupt-Axe in demselben Punet schneiden, wie S, also auch das 
Stück x abschneiden; hingegen sollen die Richtstücke des Punctes, in 
welchem @ die Haupt- Ebene schneidet, x’ und y’‘ sein. Da nun P, S, Q 
in einer Ebene liegen sollten, so wird x’ sich zu y’ wie x zu y ver- 


halten oder — = sein. Hingegen werden diese beiden Quotienten nicht 
K g" 


gleich —- sein; man wird also & nicht als drittes Richtstück der Geraden 


nd 


S annehmen können, wenn die Gleichung (3) noch fortbestehen soll. Viel- 


mehr wird dann als drittes Richtstüick = =® oder 7 = % anzunehmen 


nv, 


sein; denn bezeichnet man dann die entsprechenden Stücke für @ mit ©‘ 
und ı/‘, so ergiebt sich 


% 177 x w 
=, ao = —, und ebenso — = 
x p' ar ap y‘ 


und man erhält 


a ruimnun 


x' .. y' en p’ — ayt 
Nimmt man nun s wiederum als Tangeute des Winkels PS und setzt eben 
so qg = taugP0, so sind wiederum jene vier gleichgesetzten Ausdrücke 


gleich Fi und es ist 


Be a nn nn a 
[3] a Se RE RR eh 
Es ist klar, dafs man, da hier die Gleichungen [3] sich auf vier Veränder- 
liche x, y, ®, W beziehen (welche übrigens das Verhältnifs haben, dafs 
z:y=PD:w), auch die Gleichung [2] der Oberfläche als Gleichung vom 
nten Grade zwischen diesen vier Veränderlichen wird annehmen können; 
also die Gleichung 
[?] ZF,(z, Y> D, v,=(. 
Durch Substitution von [3] in [2] erhält man dann 
[4] Ss, F,(x', 7 pP, W‘) — O0. 
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Dann erhält man aus Gleichung J., zu welcher wir die Form (I. 5) wählen 

und aus [4] wiederum, da die Anzahl der Veränderlichen keinen Unter- 

schied machen kaun, dieselbe :Gleichung (V.), welche also lauten würde: 
[5] ZW" Fa, y, od, vw) = 0. 

Die Gleichung (1.5) gestaltet sich, wie bei dem Ebenensystem, leicht in die 

Form (l.c) um, da auch hier qg und s die Tangenten der Winkel PQ und 

PS bedeuten, und man hat auch hier: 

[el (ups: +++ ups) 
als Gleichung der harmonischen Mitten mter Ordnung Q zwischen den vou 
einem Puncte ausgehenden und in eener Ebene liegenden Geraden 8, .... S, 
in Bezug auf die durch denselben Punct gehende und in derselben Ebene 
liegende Gerade P. Demnach wird der Hauptsatz für Liniensysteme im 
Raume folgendermaafsen lauten, wenn man nemlich die Oberfläche, welche 
durch eine Gleichung vom rien Grade zwischen x, y, ®, % bestimmt ist, 
eine Oberfläche nier Reihe nennt: 





==. 0 


„Wenn man von einem im einer festen Geraden P liegenden be- 
weglichen Punct in einer um dieselbe Gerade beweglichen Ebene die n Tan- 
genten S,.... 8, am eine Oberfläche nter Reihe zieht und eine durch 
denselben Punci gehende und in derselben Ebene liegende Gerade Q so 
annimmt, dafs die Summe sämmtlicher Producte zu m Factoren, welche 
sich aus den (@uotienten der Sinus- Abstände jeder Tangente von der 
Geraden Q einerseits und der Geraden P andrerseits bilden lassen, gleich 
0 ist, d.h. also, dafs 

ken OS, sin =: er 


snPS, """" sinBS, 

ist: so ist der geometrische Ort der Geraden Q eine Oberfläche wier 
Reihe; und zwar erhält man, wenn P zum Ursprung der Richtstücke ’*) 
gemacht ist, u. s. w. 

Die Benennungen sind hier dieselben, wie früher, nur dafs wir P 
die Polar- Are nennen wollen. 

Es wurden hier vier Veränderlichen zu Grunde gelegt, welche unter 
sich eine Proportion bilden. Man kann natürlich vermittelst dieser Pro- 


*) Nämlich die Haupt-Axe heifst hier wieder Ursprung der Richtstücke, weil 
die vier Richtstücke derselben alle gleich O sind. 
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portion sogleich eine der vier Veränderlichen herausschaffen; doch ver- 
schwindet dann die eigenthümliche Symmetrie in den Gleichungen. Um 
diese etwas abnorm scheinende Coordinaten- Bestimmung näher zu rücken 
und ihre Wichtigkeit vor die Augen zu stellen, wollen wir noch folgende 
Beziehungen für dieselbe aufstellen: 


1. „Jede Oberfläche nter Reihe wird von einer durch die Haupt- 
Axe gelegten Ebene in einer Curve nter Classe geschnitten.” 
Es sei in der That die Gleichung der Oberfläche nter Reihe 
4, nz y Di =Q, 
WO 4A,,;,.,, den zu den Exponenten a, b, c, d gehörigen Cofficienten an- 
deutet, der, wenn die Gleichung vom nten Grade sein soll, O ist, sobald 
a+b+c+Dd grölser als n ist. Man nehme an, dafs die durch die Haupt- 
Axe (Z) gelegte Durchschnitts-Ebene gegen die Ebene der beiden Axeı 
Z und X den Winkel « bildet, nenne die Strecke vom Durchschuittspuncte 
der drei Axen bis zu dem Punct, in welchem eine in der Durchschnitts- 
Ebene liegende, an die Oberfläche gezogene Tangente S die Haupt - Ebene 
schneidet, p, und bezeichue £ in dem obigen Sinne durch », so hat man 
für 8: 
z=pcosa; y=psina, und hieraus, durch Division mit 2: 
yY=50084 Y=asind. 
Substituirt man diese Ausdrücke in der gegebenen Gleichung, so erhält man 


&4,,,,.,(cosa)'* (sin PptHat — 0; 
welches eine Gleichung vom nten Grade zwischen p und ® ist. Also ist 
die dadurch dargestellte Durchschnittscurve eine Curve nter Ulasse. 


2. „Zieht man von einem Puucte der Haupt-Axe an eine Ober- 
fläche nter Reihe die sämmtlichen Tangenten, so bilden die Durchschuitts- 
puncte derselben mit der Haupt-Ebene eine Curve nter Ordnung. 

Denn dann ist 3 constant und kann gleich c gesetzt werden. Man 


substiturre d® = — U = in der obigen Gleichung, so erhält man 


da, b,c,d a+c , + __ r 


eine Gleichung, welche in Bezug auf x und » vom mten Grade ist, wenn 
die ursprüngliche Gleichung von diesem Grade war; es bilden also die 


Puncte, deren Richtstüäcke € und y sind, eine ebene Curve ter Ordnung. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXV. Heft 1. I 
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Die weitere Discussion übergehen wir und bemerken nur noch, dafs 

das Gebilde erster Reihe, welches in der Form 

x yıı { 

here 
dargestellt werden kann, eine @erade ist. Dies folgt unmittelbar daraus, 
dafs, wenn man aus jedem beliebigen Puucte der Haupt-Axe die sämmt- 
lichen tangirenden Geraden an das Gebilde erster Reihe zieht, die dadurch 
entstehende Projection desselben auf die Haupt-Ebene nach dem vorher 
ausgesprochenen Satze jedesmal eine Linie erster Ordnung, also eine Ge- 
rade ist. Auch ergiebt sich, da jene lineäre Gleichung vier Constanten 
hat, dafs jede Gerade im Raume in Bezug auf jedes Axensystem als Ge- 
bilde erster Reihe betrachtet werden kann. Auch ist klar, dafs sich jedes 
System von n Geraden im Raume als Gebilde nter Reihe zeigt: alles Re- 
sultate, welche den für die beiden andern Richtsysteme aufgestellten ganz 
analog sind *). 

Die Folgerungen aus dem Hauptsatze, welche in $. 5. 6. und 7. für 
Punctsysteme entwickelt wurden, können leicht in die beiden andern Richt- 
systeme übertragen werden; doch wollen wir diese Uebertragung nur da 
andeuten, wo sie bedeutendere Abweichungen darbietet, nicht da, wo sie 
nur eine nach dem im Hauptsatze dargestellten Prineip leicht ausführbare 
Uebersetzung aus der Sprache des einen Systems in die’ des andern ent- 
hält. Eigenthümlich gestaltet sich für Ebenensysteme insbesondere der 
Fall, wo die Ebene P in's Unendliche rückt, indem es nur eine unend- 
lich entfernte Ebene giebt, während der Punct P, wenn er in unendliche 
Entfernung rückt, unendlich viele verschiedene Richtungen darstellen kann. 

Es liege also die Ebene P in unendlicher Entfernung, die Ebenen 
S,.... 8, in endlicher. Da nun 8S,.... S, und QO die Ebene P alle in 
derselben Geraden schneiden sollen, welche also hier unendlich entfernt ist, 
so werden sie alle unter sich parallel sein. Die Bedingungsgleichung 

, sin OS," 

snPS, """" sinP$, 
ist hier nicht mehr anwendbar, da alle diese Sinus vermöge des Paralle- 
lismus der Ebene verschwinden, ihr Quotient also unbestimmt wird. Um 


=> U 


*) Man sieht übrigens leicht, dafs: die Curven doppelter Krümmung, als Gebilde 
nter Reihe, durch eine einzige Gleichung dargestellt werden; was diesem Richtsysteme 
ein besonderes Interesse giebt. | 








rn 
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die Gleichung so zu gestalten, dafs die, Uebertragung für den Fall, wo P 
ins Unendliche rückt, ausführbar wird, denke man sich von irgend einem 
Puncte der Ebene S, zwei Lothe gefällt: eins auf die Ebene P und eins 
auf die Ebene Q, und bezeichne für den Augenblick diese Lothe durch 


u in OS OS i 
PS, und O08S,.. Dann ist offenbar Sg DS m DS ‚„ und indem man eben so 
> 4 1 k N 


mit den übrigen Ebenen S,.... 8, verfährt, erhält man 

(08. 0S, )" 

PS, '""" DS, 
welches sich für den Fall, dafs P ins Unendliche rückt, in 

(OS, 22... 08)" — 0 
verwandelt; wie es sich schon oben ($. 6.) zeigte. Kür diesen Fall wer- 
den aber die Lothe O8, .... OS, alle einander parallel sein und können 
also als Abschnitte einer Geraden angesehen werden, und da jede andere 
durch die parallelen Ebenen gelegte Gerade mit jener ähnlich getheilt sein 
wird, so wird die Gleichung (1. e) hier duren die Gleichung 

(OS, 2.2... 08)" = 0 
vertreten, wo OS, etc. die gegenseitigen Abstände der Ebenen @ und 8, 
u.s. w oder auch die Stücke bezeichnen, welche die Ebenen QO und S, ete. 
aus einer beliebig hindurchgelegten Geraden herausschneiden. Hiernach 
würde denn für diesen Fall der allgemeine Satz folgende Gestalt annehmen: 

„Legt man an eine Oberfläche nter Classe n unter sich parallele 
Tangential- Ebenen S, .... S,, von veränderlicher Richtung, und nimmt mit 
ihnen parallel eine Ebene ) so an, dafs die Summe sämmtlicher Producte 
von m Factoren, welche sich aus den Abständen der Ebene Q von den 
n Tangential- Ebenen bilden lassen, gleich © :st, so umhüllt die Ebene Q 
eine Oberfläche mter Classe. 

Es heifse dieser Ort der Ebene Q, dem Prineip unserer Benennung 
gemäls, die »nte Centrale der Oberfläche schlechthin, d.h. ohne Beziehung 
auf eine noch zu bestimmende Ebene. Ist insbesondere m = 1, also 0 
die Mitte zwischen 8, .... S,, so ist der Umhüllungs-Ort ein Punct, wel- 
cher schlechthin Mittelpunet der gegebenen Oberfläche heifsen soll. Es ist 
dieser Mittelpunct in Bezug auf ebene Curven identisch mit Dem, was 
Steiner sehr passend Krümmungs- Schwerpunct derselben nennt; *) wie es 


zu ıkl2 





*) Vergl. dessen Abhandlung über den Kıümmungsschwerpunct ebener Curven 
im ersten und zweiten Hefte des 21sten Bandes dieses Journals. Dafls dieser Punct 


I 
9 ’ ” 
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sich sehr leicht ergiebt, wenn man die Tangenten an zwei unendlich nahe au- 
einander liegende Puncte der Curve nimmt. Zieht man nämlich die mit einer 
Richtung parallelen Taugenten 8, .... S, und die ihre Mitte bildende Linie O, 
und daun die Tangenten 8/’.... 8,‘, welche mit einer von der vorigen unend- 
lich wenig abweichenden Richtung parallel sind, und die ihre Mitte bildende 
Linie 0, so schneiden sich @ und @’ in einem Punct,: welcher die Mitte 
zwischen den a Puncten ist, in welchen sich die Tangenten 8, und 8,‘, 
S, und 8,‘ u. s. w. schneiden, d. h. welcher der Schwerpunct jener 2 
Puncte ist; alle als gleich schwer betrachtet. Es schliefsen aber diese Tan- 
genten I, und 8‘, 8, und 8, u.s. w. vermöge de: angenommenen Paral- 
lelismus gleiche Winkel ein, d. h. es werden hier solche Elemente, welche 
gleiche Krümmung haben, gleich schwer angenommen. Da nun alle Geraden Q 
dieser Art sich in demselben Punct schneiden, so ist derselbe der Schwer- 
punet der Curve, unter der Voraussetzung, dafs alle Elemente derselben, 
welche gleiche Krümmung haben, als gleich schwer betrachtet werden; d.h. 
er ist der Krümmungsschwerpunct derselben. Eben so verhält es sich bei 
Oberflächen, bei denen man nur statt der zwei Systeme paralleler Taugenten 
drei unendlich nahe aneinander liegende Systeme paralleler Tangential- 
Ebenen zu setzen hat, während die übrigen Schlüsse ganz dieselben bleiben. 

Will man hier für die mie Centrale einer Oberfläche nter Classe 
(in Bezug auf die unendlich entfernte Ebene) die Gleichung suchen, so 
ergiebt sich eine merkwürdige Analogie mit der entsprechenden Aufgabe 
bei Punetsystemen. Wenn man nämlich dort deu unendlich entfernten Punct, 
wie es oben geschah, in der z Axe annimmt, so hat man nur statt z und y 
überall ® und Y zu setzen; alle Formeln bei dem Gange des Beweises 
bleiben dieselben. Die Gründe, aus welchen sich die verschiedenen For- 
melu ergeben, sind zwar hier andere, aber so einfach, dafs es nicht nöthig 
ist, sie besonders zu entwickeln. Nur das Resultat möge noch einmal aus- 
gesprochen werden: dafs nämlich, wenu 


325,0, = 0 


die Gleichung der Oberfläche ist, die ihrer mten Centrale (in Bezug auf die 
unendlich entfernte Ebene ) 


ES (n— a)" "£(O,w)z" = 0 


hier schlechtweg Mittelpunct heifsen soll, ist nicht willkürlich, sondern nach dem Princip 
unserer Benennung nothwendig. 
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sein wird. Ist . B. m=1, und es sind die Glieder der beiden ersten 
Grade in der Gleichung für die gegebene Oberfläche 

+ ud + +)R, 
so hat man als Gleichung für die erste Gentrale derselben, also für ihren 
Mittelpunet oder ihren Krümmungsschwerpunct, die Gleichung 

nz+tad +by/+c = 0; 
d. h. die Richtstücke des Krümmungsschwerpunctes sind _— : BR — — 
Weun also in jener Gleichung die Glieder vom (ra —1)ten Grade weg- 
fallen, so ist der Durchschnittspunct der drei Richt- Axen der Krümmungs- 
schwerpunet der Curve. Die Uebertragung der in $. 5. und $. 7. ent- 
wickelten Folgerungen in die beiden andern Richtsysteme bleibt dem Lieser 
überlassen. Ich will nur noch diejenigen Folgerungen verbunden darstel- 
len, welche dazu dienen können, den Zusammenhang der verschiedenen 
Richtsysteme zu übersehen. 

Es wurde oben ($. 7.) folgender Satz abgeleitet. Von einem Punct in 
der Ebene einer Curve nter Classe lassen sich an dieselbe n(n—ı) Tan- 
genten ziehen. Hier haben wir folgenden entsprechenden Satz. Eine ebene 
Curve wird von einer durch sie gelegten Geraden in n(n— 1) Puncten ge- 
schnitten; und hieraus folgt der bekannte Satz: Eine Curve nier Ord- 
nung läfst sich im Allgemeinen als Curve a(n—1)ter Classe und eine 
Curve nter Classe als Curve n(n—L)ter Ordnung betrachten. Für Ober- 
flächen ter Ordnung fand sich, dafs sich aus einer Geraden an dieselbe 
n(n—1)' Tangential-Ebenen legen lassen: also entsteht hier der ent- 
sprechende Satz, dafs eine Oberfläche nter Classe von einer Geraden in 
n(n— 1)” Puucten geschnitten wird. Demnach ist auch im Allgemeinen 
eine Oberfläche nter Classe von der Ordnung n(n—1)’, und eine Oberfläche 
nter Ordnung von der Classe n(a—1)’. Eine Oberfläche zweiter Ordnung 
z. B. wird also auch von der zweiten Classe sein, und umgekehrt; wie die- 
selbe auch von zweiter Reihe ist, da ihr Durchschnitt mit jeder Ebene, wie auch 
ihre Tangentialprojection auf jede Ebene, ein Kegelschnitt, d. h. eine Curve 
zweiter Classe und zugleich zweiter Ordnung ist. Im Uebrigen ist jedoch 
der Gegenstand für Linieusysteme im Raume nicht so einfach, wie für die 
beiden anderen Systeme. Wir können hier nicht die weitere Erörterung 
dieses Gegenstandes geben, weil dazu eine selbstständige Erörterung der 
Liniensysteme erforderlich sein würde, welche zu einer eigenen Abhandlung 
von nicht geringerem Umfange, als die gegenwärtige, anwachsen würde. 
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Wir begnügen uns also damit, die Idee dieses Richtsystems aufgestellt, 
den Hauptsatz für dasselbe abgeleitet und die daraus flielseuden Folgerun- 
sen angedeutet zu haben. 

Um noch schliefslich die drei Formen, in welchen der Haupisatz 
vermöge der drei Richtsysteme sich zeigte, in eenen Wort- Ausdruck zu- 
sammenfassen zu können, sind noch folgende Benennungen nöthig. Der 
Punct, die Gerade, die Ebene, sollen einfache Gebilde oder Elemente 
heifsen; die Gerade zwischen zwei Puncten deren Combination; ebenso 
die Durchschnitiskante zweier Ebenen; zwei Geraden endlich, welche der- 
selben Eibene angehören, haben zu ihrer Combination diese Ebene und 
ihren gegenseitigen Durchschnittspunet, beides in eins zusammen angeschaut. 
Ueberhaupt verstehe man unter Combination zweier Elemente das Element, 
welches durch die beiden vollkommen ‚bestimmt ist. Was unter Richtstücke 
eines Punctes, einer Ebene, einer Geraden verstanden wird, ist im Vorigen 
erörtert. Es ist nur zu erinnern, dafs, dem Obigen gemäfs, das Element, 
dessen Richtstücke alle 0 waren, das Ursprungs- Element heilst. Wenn 
nun zwischen den Richtstücken eines variabeln Elements eine Gleichung 
nten Grades Statt findet, so heifst der geometrische Ort dieses Elements 
Ort nten Grades. Dieser ist also, wenn das Element ein Punct ist, ein 
Gebilde nter Ordnung; wenn eine Ebene, ein Gebilde nter Classe; wenn 
eine Gerade, ein Gebilde nter Reihe. Endlich unter Entfernungsquotient 
eines Elements S von zwei andern Q und P, deren Combinationen mit 8 
einander decken, wird, wenn Q und P Puncte sind, der Quotient der bei- 
den Entfernungen OS und PS verstanden *); wenn hingegen Q und P 
Gerade oder Ebenen sind, der Quotient der Entfernungen irgend eines 
Punctes in S von den Elementen Q und P, oder, was dasselbe ist, der 
Quotient der beiden Sinus des Winkels OS und des Winkels PS; wobei 
jedesmal die erstgenannte Gröfse als Dividendus zu betrachten ist. Diesen 
Benennungen gemäls ist nun folgender Satz die Zusammenfassung aller 
früheren Sätze: 

„Wenn ein festes Element P und ein Ort nten Grades eines mit 
P gleichartigen Elementes S gegeben sind, und man combinirtP mit dem 
beweglichen Element S, und zugleich mit allen übrigen Elementen S, 


*) D.h. also, wenn es Puncte sind, müssen alle drei, P, S, O0, in einer Geraden 
liegen; wenn Ebenen, müssen sie sich in einer Geraden schneiden: wenn Gerade, 
müssen sie in einer Ebene liegen und durch denselben Punct gehen. 
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deren Combinationen mit P jene Combination PS, decken, S,....8S.., 
und bestimmt dann ein dieser Combination gleichfalls ungehöriges Element 
0 so, dafs die Summe aus sämmtlichen Producten von m Factoren, welche 
sich aus den Entfernungsquotienten eines jeden der Elemente S,....S, 
von den beiden Elementen J) und P bilden lassen, gleich O ist: so ist der 
Ort des Elementes Q ein Ort mten Grades, welcher die auf das Element 
P bezügliche mte Centrale des gegebenen Gebildes heifst; und zwar findet 
man, wenn P zum Ursprungs- Element gemacht ist, die Gleichung dieses 
Ortes aus der des gegebenen, wenn man jedes Glied des letzteren mit 
einer Combinationszahl multiplicirt, deren Elementenzahl den Grad dieses 
Gliedes zu n, und deren Classenzahl denselben zu m ergänzt. 





Schlufsbemerkung. 


Als ich den in 8.2. angedeuteten Weg einer noch grölseren Ver- 
allgemeinerung verfolgte, gelangte ich zu folgendem Satze, welcher eben 
so einfach als allgemein und von welchem der in der vorhergehenden Ab- 
handlung vorgelegte Hauptsatz wiederum nur ein specieller Kall ist. Da 
vielleicht dieser Satz einiges Interesse haben möchte, so will ich ihn hier 
wenigstens aufstellen und seinen‘Beweis geben, ohne auf die daraus etwa 
hervorgehenden Folgerungen einzugehen. Nämlich: 

„Zieht man aus einem festen Punct P an eine feste Oberfläche 
nier Ordnung eine bewegliche Gerade, welche die Oberfläche in den Punc- 
ten S, .... 8, schneidet, und bestimmt auf ihr einen Punct O0 so, dafs 
der Gleichung 

)S S,\"/08 0S,\' 

4. 2 (F5 er 23) (75: . PB) el, 
unter der Bedingung, dafs die Summe der Werthe a,b, .... constant 
und gleich m ist, yenügt wird: so ist der geometrische Ort des Punctes O0 
eine Oberfläche mter Ordnung; und zwar erhält man, wenn für den 
Azendurchschnittspunct P die Gleichung der gegebenen Oberfläche 

B: ZF, (e,y,2) ='0 

ist, als Ortsgleichung des Punctes Q, 

C. Zirn—ı) F&y,A)F(&y,2)...= 0, 
wo a+b-+.... der Kürze wegen mit x bezeichnet ıst, und wo r die An- 
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zahl der Factoren, d.h. also auch de Anzahl der Gröfsen a, b, .... sO- 
wohl in dieser als in der ersten Gleichung (A.) bezeichnet.” 
Man kann nämlich die Gleichung (4A.) zunächst nach $. 4. da- 


k 


durch umwandeln, dafs man statt Kor 3 (1— 7) u. s. w. setzt, und dann 
05, $ı 


statt irgend einer, z. B. der rten Combinationsclasse aus den Elementen 


(1 — 1). Bu (1 — 4), den oben ($. 4.) gefundenen Werth, nämlich 





n @ . \n—( 
h) (—1)" (n—ı) Be = q° oder 3 (—1)! (n—a) " (s, .... a q' 


Ss, Sn (8) 09.5 85) 
substituirt. Nun entwickelt man aus BD, dem Früheren ganz analog, die 
Gleichung 


3, 5? eu z) — 0. 





deren n Wurzeln eben die vorher durch s, .... s. bezeichneten Gröfsen sind, 
und deren Coefficienten man statt der Combinationsclassen dieser Wurzeln 
einführen kann, nämlich 
u ae rei n JE — Ki EIRZEIE NN 
(8, 0005 8) MF,(&,y>2) 
Dies in den obigen Ausdruck für die rte Combinationsclasse gesetzt, giebi 
für dieselbe 











ira Fr(lX, Y5 2) 
) F, Be z) 
Weun man diesen Ausdruck für die Combinationsclassen in A substituirt 
und dabei nur alle die deutschen Buchstaben, welche Verschiedenes aus- 
drücken, auch verschieden bezeichnet, so erhält man, nach Multiplication 
mit (F,&,y,2)”, die Gleichung 
EZ(n—a) "(n—b) ...F,&y2).F,(%Y,2)... = 0, 
mit der Bedingungsgleichung 
atbt..=m, 


EA... KB 2), Fly)... 0, | 
wo nämlich der Coefficient A,,;,.... (indem man für a, D, .... irgend eine 


Reihe bestimmter Werthe a, d, .... gesetzt hat) folgende Summe 
A,, b =  ' a (n—b) .„eeoe9g 


oder auch 





*“) Da keine Verwechselung zu befürchten ist, so sind die Unterscheidungsstriche 
über 7, y, > weggelassen. 
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mit der Bedingungsgleichung, a +b’+....= m, darstellt. Um diese Summe 
zu finden, wende man folgendes Summationsgesetz an: 
Sa.ß.. = (+ß+....)", 
fa+5+.... =m] 

welches Gültigkeit hat, sowohl wenn «, ß, .... Zahlen, also «', Be 
Combinationszahlen, als auch, wenn «, ß,.... verschiedene Elementenreihen, 
also @°, P', .... wirkliche Combinationsclassen sind, das Product derselben 
aber die Verbindungen von jeder Combination der einen Classe mit jeder 
der andern darstellt. Denkt man sich das Letztere, so zeigt sich sogleich 
die Richtigkeit des Gesetzes aus dem Begriff der Combination; folglich 
gilt es auch für die Combinationszahlen. Hiernach ist nun: 


oder En—an—d... = (mna— 
[a +b’+....=m] 
Substituirt man diesen Ausdruck für A,,,.... in die obige Gleichung. so 


erhält man 


„Yıso+r» 


Era ee 


IEDY 8), Y2)....3 
was die zu erweisende Gleichung €. ist. 


Es ist klar, dafs sich dieser Satz für r—=1 in den oben dargestell- 
ten Hauptsatz verwandelt. Die Gleichung A. wird nämlich dann 


(Fe - ci I) = Ö. 


und die Gleichung ©. wird: 
=(n— a)” F(z,y,2) = 0; 
welche Gleichungen mit den früher entwickelten (1. c. und V.) identisch sind 


Crelle's Journal f. d.M. Bd. XXV. Heft il. iO 
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Recherches sur les integrales definies. 
(Par Mr. Balthasar Boncompayni a Rome.) 





5 


Introduction. 


Une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes entieres d’une va- 
riable z, aura pour somme une fonction continue de cette variable, tant 
que la serie restera convergente, c’est-a-dire tant que la valeur de x de- 
meurera comprise entre certaines limites qu’on determine aisement; et dans 
ce cas la fonction et la serie seront liees par une Equation. En appli- 
quant a cette Equation lintegration definie, apres avoir multiplie les deux 
membres par une m@me quantite, on peut dans plusieurs cas r&eduire a une 
integrale definie la somme d’une serie, et reciproquement, calculer par le 
moyen d’une serie la valeur des integrales definies. Cet artifice bien simple 
a eie employ& avec succes par plusieurs illustres geometres, et surtout par 
Poisson dans un long memoire sur les integrales definies, publie dans le 
Journal de l’ecole polytechnique, et par Legendre dans ses Exercices de 
Calcul Integral. Je me propose de traiter dans cet Ecrit le m&me sujet avec 
plus de generalite, et de prouver que par celte methode on peut parvenir 
a un grand nombre de resultats importants. Mon memoire sera divise en 
deux parties: dans la premiere j’appliquerai lintegration definie a des series 
algebriques; dans la seconde jappliquerai le m&eme proce&de äa des series 
trigonometriques. 





Premiere partie. 
Supposons determinee par un moyen quelconque la valeur de l'in- 


tegrale definie 
$° Pdx 


x' ‘ 


[Pardz, 


Xy 


et de llautre 
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P etant une fonetion reelle de la variable x. Supposons aussi qu’on con- 
naisse la somme de la serie 
(a) a ar ae ... ie 
exprimee par une fonction continue de x. Noit f(x) cette fonction; l'equation 
fe) = ata2 +mr+...+ etc. 
etant multipliee par Pdx, et integree dans les deux membres entre les 
limites x’, x‘, donnera 


(A) S Pra)de 


xt 


v4 dxt j x' AN 
m Pdx+a/ Prdz+af Pxr’dc+....+ etc. 


x 
Au moyen de cette formule on pourra toujours trouver la somme de la serie 
x' > » x' x' 2 
x x' x 


. r ‚ . x' ’ r . E : 
sous forme d’une integrale definie / Pf(z)dx, et l'on determinera reci- 


R- 44 


proquement la valeur de cette integrale par la serie (d). Nous allons 
faire voir plusieurs consequences remarquables qu’on peut deduire de la 
formule (A), en donnant a P, et a la fonction designe par f(x) des va- 
leurs particulieres. 


Premiere application. 


Nous supposerons 
el, "=0, PS er(i-2). 
Si l’on designe par la notation B(p,g) lintegrale Eulerienne de premiere 
espece 


J eu aydz, 
NOUS AUrONS j 
zZ Pdx nt a1 — a)" de—=Blp,g), 
M Px’dx -f ar j—r)'de = B(p-+n,)g) 
et l’equation (A) donnera cette formule connue: 
(1) F ar (— a) fa) de 


= aB(p 9+aBp+h,N)+aBip+ıgN+ etc... 
10 * 
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quon peut Ecrire encore ainsi: 
f‘ ar t— at fla)de 








a a En u 
(*) B(p, 9) ’ Kr IT Eee 
en ayant egard a la relation de Strling 
Bortwn _ PP to +Dd:----ptn—1) 
B(p,y) (+Nn(rt+ntD(pP ++ :....(ptgtn—1) 


Si Ton fait dans la formule (2) 
(x) = (1+ar)”, 








al ic _m(m-+f1),: _ .. m(m+1)(m-++-2) 
ad, = l, rn ad, = 15% U; = — — 1.2.3 —u, eic. 
un aura 


f ar — year) "dr 
3 0 m 
(3) B(»; 9) 


m DD m(m-+1) p(p+1) a 
Wr Ti 1.2 pH FarD* Tee 


La formule (3) peut conduire a des resultats assez importants, que 


nous allons indiquer en peu de mots. Premierement elle donne une valeur 
finie du rapport 


fi (d—a)!(1+axr)” de 
| Bd) En 
En effet si !’on met cette valeur de m dans la formule (3), on obtient 
! p—1 _—_ »\g-l 
(4) Bi; z(t—a) ide _ Bipd) 








— 1— 











ee 7 er a 

/ (1-Farjpt7 1-+e) 
et comme lequation m =p+g donne g=m—p, la formule precedente 
donnera evidemment, lorsque m = 1, 








(5) F EL u ln 

} (1+aexr)(1— .r)P sinpr(1-+-e)P 
On obtiendra aussi de la formule (3) sous forme d’integrale definie 

le terme general de la serie qui provient du developpement de la fonction 

(1—2b.cosz +2?) 
suivant les puissances ascendantes de d. En effet si l’on pose 
py=rfFh g=i1—r, ‘mer, 0= —P 
ayant egard a llexpression 


Bir+h,i—r) = ++...) m 





Br RE ' "sinrn? 
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qui est une consequence bien simple de la formule de Särling, la for- 
mule (3) donnera 

sinnrıt artr1 dx 

Er SEP 


_ r(tr+Yr+9...(r +h— 1) EA r.r(r+1)...(r+h—1)(r+h) 
u. 1.2.3... rji3 1.2.3... h(AF1) 
rw rer HDEHYEHN er HANCHNC ++), 
1.2 ' ne AH It?) 
On sait que le terme general de Ia serie produite par le developpement 
de la fonction ER 7 Kay etre exprimee par le produit 
re +1) (r +29 ....(r +h—1) ? rer (rd (Fr +2)... (r +RA—t)(r+R) 
Zu > se +; 1°‘ 1.2.3....h(A+1) 
b! r DENE. + h—1)(r+h)(r+h-+1) 
+i.3' 1.2.3... .h(k+1)(A+2) u Meer 


En designant par A, ce terme general, on aura evidemment l’equation 


_ 2b*sinrn A artr1dr 
(6) 4, = zz J A— x) (l—b? x)” r 


























2b’ 











d’ou 
nr A, ch 4 arth-1 dx a 
2bHsurn / Aa) (tb x)" 





(7) 


On peut deduire aussi de la formule (3) une autre expression remar- 
quable lorsqu'ou suppose 


p=r+4, qy=1i1—r, nmn=zr a=—c. 
\n eflet ces hypotleses nous donneront 
e at — a) (l—cH)"da 
0 

















B(r+3, 1—r) 
14 EED 4 HDEHÖCHD Li... = 
ARE HR T EIENEREEEE BER DIOR PEST PERSEER ai; 
En supposant ?r=m-+1, on aura 
m+1 
Sf erit—n)(i—er)]) ° dx 
(8) e — 
+2 1—m 
("3-7") 


+ Sm +1) m) + 5 +1) m+2) (m+3) m+4) + etc... 
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Si Yon fait ce=b", on pourra €crire la formule (8) ainsi: 
mi 


"in _ re) i— "dr 
JR UF Are ae 


EB m+2 1—m ES mb 
B("7 2) 


Eu effet les formules 


(1—b)" — Fer BEER EI SEN BL etc..... 


A +5)” 1-4 min, DEAN 5 a _ 














1.2.3 


donnent 
(1 — 5)” — (1 5)" 
mb 


+; 5 2 (m+1)am+2) + ww 1. 2 ; m+1)(m+?2)\ in+3)(m+4) + etc. .... 


Si lonad= Kl. on aura aussi 











sın m 7 cos” ı tang 


-—1-+- 753 - (m +1) (m + 2) 
+ ml) + 2m +3)(m+) + ete..... 


et la formule (8) donnera 


m tang H 


3, m _r+ 
/» EEE ‘ 


(10)? @=e2_ __. Sinmu 008” u 


B (m +2 1-— ) To mtangn 


a, 9 
Ey 














En transformant la fonetion Bet i —_—, en Euleriennes de seconde 


espece, on pourrait obtenir par les formules (9) et (10) celles que Leyendre 
a donne dans ses Exercices de Calcul Integral vol. Il, pag. 113. 


Enfin la formule (3) donnera des expressions remarquables d’un 
rapport de deux Kuleriennes de premiere espece. En effet, si l’on ecrit 














p+h au lieu de p, et st l’on fait en möme temps «= —1, on aura 
a) Boetka-m _ ı + "p+h) yet p+h(p-h+1) 
Bip-+h,q) ptath "1.2 pH +Ap ta Hr+I) 





d m(m+1) (m +2) (p+h)p+h+1)(p+h-F2) 


1.2.3p ++ path) pt tr) Tele, 


et en changeant le signe de m, cette expression donnera la suivante: 
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(12) B(p+h, atm) _ 1—/ (E-bN) . m(m — 1) (p-+ h) (p+h+1) 
Both) +a+h "12H thp+atr+l) 
mim 2 pH prAtY)YHAF?) . gro 
1.2.:3p+g+h)p tg HR) (p+g+h+2 Ben 
En faisant A = 0, les formules (19) et (12) donnent ces expressions plus 
simples: 
’ B(p, 9— m) mp m(m+1)p(p+1) 
13 = 1 — 
(18) B (»: 9) ”z p+y ns 1.2? +) (p-+49-+1) 
m mtl m+YpP +) +2) > 
r 1.2.3sp+)P+4t+DP+4+29 na er 
Be tm) mp m(m—1)p(p+1) 
14 — = 1— —— 
ine Bo) p+4 we; 2 tNPTIT) 
m(m—l) m—YpyptDdr+ + eleı ce. 
1.2.3p+g)p +4) FErER) 
d’ou par un simple echange mutuel des lettres p et g, on obtient 
. Biyp—m) _ m at m(m+1)4(4+1) 
(15) Bi Ir, or 1.2p+q)(p ++) 
+ mimtiim aa ta +2 ‚+ a ans 









































2 sp tn P+ıt+YDP+ITr?) 
B(q,p-+m) m au m(m—1)g(g+1) 
16 — = 1— 
er. BP N) Tuer 2p+nPtItN) 
ni mine agent + etc... 
23sp tt tUP+IT?2 
Maintenant, si on ecrit au lieu de », + dans la formule (15), et g+ m 
au lieu de g dans la formule (13), on obtiendra 
Bing), „.; mg _ mmt+daatND 
(17) B(p-+m, q) =! Sem TUR ERTT ei rei 


























B(p, m 1 m(mt-i)py(p+1 
re = tray r 1.2 Peer A, m. 
Les seconds membres des Teiendan (17) et (18) jouissent dune pro- 
priete remarquable, c’est-a-dire, que si lon change dans le premier de ces 
polynomes »» en g, g en m et dans le second mm en p, et p en m, leur valeur 
n’est pas alteree: en d’autres termes, on peut dire, que le premier de ces 
polynomes est symetrique par rapport aux lettres m\et g et que le second 
est symetrique par rapport aux lettres m et p. Cela pose, il est evident que 
les formules (17) et (18) conduisent a ces relations remarquables: 
B(p,9) __  Bip: m) Bon _ _ _P$BW@ m) 

B(p+m,g)  Bip+4q, m)’ B(a+m,p) Biop-+g m)’ 


(18) 
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B(»,q) Er B(p, q) ER 1 
B(p,m)B(p-+m, q) B(q,m)B(q+m,p) " Bip+g m)’ 
B(atmp) _ Bip,m) 

B(p-H-m, q) B(q,m)' 











Deuxieme application. 


Si Ion fait dans la formule (A) 
2 u0,., ten, P= et" ar, 
en designant avec Legendre par T(p) lintegrale 


n 
3 arie”dr, 


0 


U(p) = [ amterda 


T(p) = / kx" anpl 1. 
nkPo 4 a u de, 


I IY(p-+m) ae kx" „nt 
—K.xXC \ - 1 > 
ahptm EEE 
0 


lequation 
dJonnaut non seulement 
mais aussi 


Nous Aurols 


(19) Je er re)da 
u —lar(m+% Tp+D + ETR+Y+Re..]. 


Et comme on a generalement 


T(p+4) = pp+1)(p+D ....(p+A—UT(p) 


la formule (19) pourra encore s’ecrire de cette maniere: 


(20) Ferernt ze’ Kao)de= u. a,+ "+ ee + etc. | 


0 





Pour un premier exemple de la formule ci) soit 


f&) == En d, = 1, 4 = — , dü, = 


md 


NOUS AUrONS 


a Serememr il)” 


Deux autres Emden remarquables peuveut se auzll® de la formule (20). 
en faisaut successivement 


f(x) = cossı, f(&) = sinsz, 
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13 


d; = - 5, d; = 0 etc. 


a, el oe = a 


> 


A, = u ad, 1 2 3 s eic. ..... 
ce qui donne 


ın 
Ku 
/ e= ri cossedx 





0 
.. Al rer) s +PPFDEFIP+3 st 
nk? 1.2 ,,8 1.2.3.4 me], 


‚N 
—kxN .— ® 
J er" rt sinsedx 


|, [# s Po +NP+2 $3 
=—— n kp 1 . k 1. ne“ p2 ° 3 + etc. vol . 


En reflechissant que l’on a par des formules connues 


cospy 2 p'p+1) } Pp+NP+2) )(p+3) 
(A+tang?yir 01.2 tang'y+ 1.9334  —tang’y-+etc..... 


sinpy u £ p(p+1)(p+2) 
Gftngzier = TEyY— 75,5  tang’y-+ etc. ..., 





on verra FERN que [hypothese s= ktangy donnera 


( 22 ) / ex" rn COS (k tang Y) x de = am T (P) cospy 
0 " n kr (1+-tang? } y)ir ? 


an 
(23) Fi e* zrisin(ktangy)ede — u P)einpy 
Ä nkP(1l--tang‘ y)ip" 
Ces formules renferment comme cas particuliers les eXpressions Connues 


- Se 29" cos(ktang red — I(p)eoepy 
( ) A \ gY) LI (s? + k?)sr 


»T. 
0) u : ww .. T 
(25) / ex gr! sin (ktang sy)cdı = er. 
0 (s —+k )% 
Les seconds membres de ces expressions peuvent &tre transformes en jima- 
ginaires par les considerations suivantes. Soient 








2 Lt Ss 
= ("’+K’%, y = arctang — 
f k 


le module et largument de l'expression imaginaire s+ky—1, on aura g6- 
neralement 














eV li Le-mV -ı (cosy—y—1.siny)P , (cosy—y—1.siny)” 

cospy = > = ze DET —__ , 

: BR eV —\ em _ (eosy+y—1.sinyP (cosy—y—A.siny)P 
ni ei 7 7 3y—1 a = = 


et par consequent 
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SAH (s — ky— 1)? 
TORI + 2(s? + h2)ir ? 
v—Iisııyy = (sthy — 1)? _(s—ky—1)P 


2 (s? + h2)ir 2(s?+h2, sp ” 
l,es formules (24) et (25) pourront done s’ecrire encore ainsi: 


(26) Se ar cossadz a 7 u -[s+kv 1? +(s—ky—Vr]. 


COSpY 





1 











(27) / e-'x gr- snszdz — 37 . CE 7 Ks+ky -1P—s—ky —ı)P]. 


Les formules (26) ei (27) oflrent la determination d’un grand nombre d’in- 
tegrales definies. 


En eflet, si dans ces formules on fait « = 1, on oktient 








2 k 
—kx a 
(28) J: ee" cossede — KpwrE 
e ix „® En BE... ER 
(29) de e”sunsede — erh‘ 
Si Von fat s=1, ona 
3 —Ix „pi , T(p)cospy 
(30) I er" cosrde = Akajr 
(31) Sera sinzdıe = (m) u 
4 y (14 k?)&P 


l,es formules (30) et (31) donneront pour k=0, 
(32) / ar cosrdı = I (p) eos I— 





(33) / ar"sinzdze = |(p)sin 3 
0 


Ensuite purp=4, p=1, p=2%, on obtiendra par les formules (32) ei 
(33) les resultats suivants {res simples: 


(34) fr da =/5 sin. r de = Y(im), 


(35) ” sinzdre = ge zcosrdz = 1, 
j 0 


0 








(36) Jeoszda = f zsnrde = 0 


0 


En faisant y=0, la formule (32) donnera 


(37) /[ Har=o. 
= 
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On verra plus bas quau moyen de ces expressions {res simples on peut 
parvenir a determiner la valeur de plusieurs integrales definies plus com- 
pliquces. 

Un autre exemple remarquable de la formule (20) s'obtient en faisant 

f(x) = cos(!zykr), 
et par suite 
a=|1, 4a = FOR. G == en ei... 
1 1.3 

En eflfet dans ces hypotheses la formule (20) donnera, en y faisant Da 


2 & 


(38) Re eh" ir cos(2zyka)de = morf ee, 
/k 
0 


et pour n=1, 


(39) S eratcosQzyka)d = ee“, 


4 yk © 
resultat qui on d’accord avec une formule connue. Si dans la formule (39) 
oafaltce=y, k=Ah, z=0, on a cette expression tres simple: 


- hr y2 2 yn 
Jeriy=}, 
6) 
qui est due a Euler. 


Enfin, si dans la formule (20) on fait 
fi) = (1+h2)”, 





| ‚(m-+-1),- 
“u, = 1, da = — r h, e = u er sw. 
n(m +1) (m 2 
d; pr GEREERENED e Gi > 3 .. m etc. .».0»®8 


on aura 
(40) J® Ahr pl Ela)mde = 

"f, , hı» (rt min) h? _ Pr tV@ td mm Hm +2) h’ nei 
hp + 2 "iR 1.2.3 ten 

Mich PR a Funite la quantite A, la serie du second membre 
de l’equation (40) devient celle que Mr. Kummer dans ses recherches sur 
les integrales delinies designe par x(p, m, %k). (Voyez le present journal 
vol. 17.) La formule (40) donnera done lorsque A = 1, 

£ er" or e)"de = in x(p, mn, k), 
[3 


0 
d’ou, quand on fat n=1, 


(41) ; et gm +2)” de = ur -x(p, m, k): 
11% 
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formule remarquable äa laquelle parvient Mr. Kummer par une autre me- 
thode ( Voy. ce journal vol. 17, pag. 231). 


Troisieme application. 


Faisons encore dans la formule (A) 


ve = 00 , ae’ — 0, P = er 


Nous aurons 


I. vn ” ii 
/ ei, fa) dx. = af er dataf en" data, et de 
0 0 


oO o 


+a,/ er ei... 
0 


[ e*de et F er" ao" de 


0 0 
ont une valeur connue qu’il est facile a determiner. 


En effet une formule, que nous venons de trouver dans Vapplication 
precedente, et qui d’ailleurs est tres-connue, nous donne 


n 
v e”da = 4vr, 


0 


ei par cette valeur on obtient celle de l’autre integrale / er a"de. 


« 


Les integrales 


) 4 r . 0 r . 
Uest ce qu’on demontre aisement au moyen de la formule de reduction 


p” 2 N — 1 u. 
/ er oardem El ee” ao?dz, 
ü 2 
0 


0 


de laquelle pour les valeurs successives 
sm 1, na?2, n=3, wma. ed, Eh, BE... . 
on tire les Equations suivantes: 


2» % N Sn 
/ 7 DIE eV, 4 u 4/ ende u Im, 


0 1) 0 
"ereode = 0 er ade=t!/l erde}! 
. = 0; | = 3.3.37, 
0 0 0 
”. .. es) 
—x3 5 2m — x? 6 er —x? + en 
f mi a ; En; S ende = if er ctrdr = 3.3.1.1VYr 
0 0 0 


BE a 


.. 
Concluons que lintegrale / e”"x"dx sera nulle pour toutes les valeurs 


0 
impaires de 2, et que pour les valeurs paires de n elle prendra les valeurs 


Bi 1.3 Re, 8.7 
IVva, VA 5 vVm av, ende nn. 


25 
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On aura done 


(12) / en fla)de 


N 


1 1.3 ee 1.88.74 
=3 vr|@a+a,.5 +4, 92 +4; as ee Pl 


Ajoutons que de l'equation 


fd) = wt+a2c +92 +a,2r°+a,x° + ete. .... 
(en exprimant les derivees de f(x) par les notations f’ (x), f(x) ete. ..»» 
a la maniere de Lagrange) on tire les valeurs 


| (0 (0 
ya, Damm aaa ce 


La formule (42) pourra done Etre Ecrite comme suit: 
/ en f(x) dx 
o 
| Pıyir ı\ Kay) 
= l/r IX0) +25 -2f (0)+ 1234 3 f"(0)+ etc. En‘ 
(43) Se fa)da 
I 1 VUY/L r 1 1 IV 
= va [fo + Er + 7 + ee...) 


La serie 


/ 1 EL 1 1 PIV 
= I) rs FON) + ITS HF N)+ etc .... 


se reduit au developpement de liintegrale definie 
2 N 
nö 


ee" fa)dı. 


Ce iheoreme que Toon tire de l’equation (43) peut encore se deduire d’une 
formule que Laplace a donnde dans le XV. cahier du journal de l’ecole 
polytechnique. 


Quatrieme application. 


Faisons dans la formule (A) =», z' —=0, et successivement 
P= ı!cosz, P = zr"!sinr. 
Les formules (32) et (33) nous donneront non seulement les valeurs des 
integrales definies 


N N 
/ ar!cosede, / arısınz da, 
0 


0 


« 











S6 5. Boncompagni, recherches sur les integrales deftnies. 


mais aussi les valeurs des integrales definies 


»n n 
/ art! cos dr, fi artrAsine da 


N) 0 
exprimees par les formules 


ER 2 | tn 
/ artIcosezdxe = I(p-+n) cos er )z, 


ao \ L ) 7 
/ ar smnedze =1I(p+n) sin (/ 1. ')r, 


16) 
gu’on obtient en changeant p en p+n dans les formules (32) et (33). Avec 
ees valeurs nous aurons 


(4) / artcosz fix) da 
£ = zt+a1l(p+? cos Fr tete... 
(45) Je sine f(x) dx 

— 4,T (p) sin? | „te I(p-+1) sin p u -z+al(p+?) sin z-+telc.. 


e quon peut ENCOTE ecrire ainsi: 


— a,l (p)cos e= + «a,I(p+1)cos 


—_ 


.— 


A. cosxcfla)dır 
(46) -— TER 


a, cos? 9 +apeos?F!r+a,p( p+1)cos’ +2 


-7-+ eic. 


” . 
f ar! sinaz f(x) dx 


(47) — 


I(p») 
Ras z+map(p+I) sin + Ge. ..,;, 


ou bien encore up ideen, 


— a, sin? + a,p sin 


.e \ 
aplcosr f(a)dx 


48 BEER SIE N HARTEN 
Ra j hi 


= 4,008 e= — pa, sin ——y( p+1l)a; cos? tr p+l) pH?) «a; sin „tete. oo. 


7" arısinae f(x) da 
49 —— 
se I») 





Sn 


N . 97 
= a,sinZ" +a,p eos’ — a,p(p+1) sin = — 


— a,p(pr1,(p+?2) cos — + elc. .. 








ds Boncompagni, recherches sur les integrales definies. 7 


Cinquieme application. 


Supposons enfin dans la formule (A) «=», x’ —=0, et succes- 
sivement 


kx 


aa P = art!snz.e”“, 


P = z”cosx.e- 
les formules (30) et (31) donneront non seulement les valeurs des inte- 
srales definies 


” nn 
Fi; ee grlcosedx, I ea sine de, 


0 0 
mais anssi celles des integrales definies 


> ,% 
/ eaPtlcosrdz, F et pt sinx dx 


0 0 
exprimees par les formules 


/ er tg de = Ir tmeahptmy 


Le 


| 





p+n ’ 
° (14-5?) 
/ eh gptn- sinx dx = a a, SE a . 
0 (1+%?) ? 


On aura dene 
(50) S ek artcosz f(x) dx 


0 
EEE EEE TER EREEAI TDG ee. 


p+1 er 


(14+-%k?)° Ad-+%k?) ? (1+ 1%?) 
(51) / erh gr! sina f(x) dx 
Z(plsiapz. ta K(p+t) Er (p+2sin(p+2 IYy + ete 


PHt rer p+? 


(+12)? (1+12) ? ((+k?) 


ei par suite 





je euro. 


= 


Ne arcosxf(x)dx 








u Ti Eu 7797 
— TER |, cospy + a, De +a,p(p+1) er + etc... 2 ; 
[2 us , 
i pP e-t* grisına f(x) da 
m I») 
Pe 1 . h sin(p+1)y sin (P+2) 
= a te re] 
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Deuxieme partie. 


Supposons determinees par un moyen quelconque les valeurs des 
integrales definies 


.s 
/ Pdx, 
al ı 


| | 
P et P, etant deux fonctions reelles de ©. Supposons ainsi qu’on con- | 
naisse la somme des series | 


x4 xt : 
Pcosmnzd«, ff P, sinmnzde, 
x” 


x 


A,  M,ZCOosmr, HZCOSImL elic. ... 
azsinmxz, Hz’ smIımr elc. .... 
exprimee par deux fonctions reelles et continues de 2 que nous designerons 
par D(z) et (2), ou aura les @quations suivantes: 
(2) a, + 4,2 cosmx + @,2"cos2mx—4 elc..... 
(2) = az sn mc + 42° sin mx + etc. .... 
En multipliant la premiere par Pdx et la seconde par P,dx, et en inte- 


orant dans l’une et lautre chaque terme entre les limites x’ et x’, on 
obtiendra les formules 


| 


\ 


J "Oo (z)Pdx 


d./ xt x 
— a, / Pdx +42 Pcosmxzda+a,/ P cos?mxdx-+ etc..... 
Ta x x 
/ "L(z)P,dx 
ca 


x/ a x 0 R 
= 42 / P,sinmxdx + a,2° / P,sin?mxdx + etc. .... 
er xt 


Au moyen de ces formules lon pourra toujours trouver la somme des series 


4 dx 2 4 
u, / Pix, 4,2 Pcosmxdx, 4,2? Pcos?mzxzdx etc..... 


x hu x 


Ixt s x . 
a, 2 / P sinnxdx, a2: P,sin?2mxdx eic..... 
1 xu 


vr / 


sous forme de deux integrales definies 
2 x' 
/ PO(z)dr, Fi P,Y(z)dx 
xt x 


et Fon determinera reciproquement pour ces series la valeur de ces inte- 
grales definies. 


Nous allons voir comment en plusieurs cas, on puisse parvenir 
ce double objet. 


„r 
[er 
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Premiere application. 


Soient 


r 2 N ar 
= om Prim "en =, 
des valeurs particulieres des fonctions P etP, et des limites x’ et x’. On 
aura par des formules connues, 


/ Pdx = 47, / Pcosmnxdx = /'P sin mnxdx -- we mnr 
0 0 0 
et les formules (3) donneront 


” polz)rdx wi: — | j 
(1) / Eure = 47 +2ae”"+rae””"+eic.....), 
0 





ı% % dd » | en} 6) 9 . 
(2) / vn = 47 (2 ae" + zimmer" + elc.... 2 
0 


Exemple premier. Si lon suppose 
u alu —1) _—_ alu —l)(u —2) 
EB a a LEE ne lu? FE 


“oA 


a =1, a = 


on aura necessairement 


®(z) = R“ coswd, Y(2) = R* sinus, 


\ 


R et 5 eiant determines par les @quations 


R = (1422cosmx+2°)' are tan Fame" 
Reu re) ’ > 1+-zcosmr ' 


Eu substituant dans les formules (1) et (2), on trouvera 


® R“cosußrdx ae 
3 re drlte, 


0 
” R“sinußxdx 


(4) rän I = Iri+ze”) — ir 
0 





tee 
en observant que 
I ulu—1 2 „mr 
(I+z3e”" = 1+ — et > 5 te mr 4 etc... 


En changeant le signe de , les valeurs de «a,, «@,, a, etc. seront determi- 
nees par les Equations suivantes: 


4 1 1\ 
d,, ee 1, a, — —- : U; zu u(u+ ) a; — «(uwrl)(ur2) 


E 1.2 3 1.2.3 








BE 
et on aura alors | 
®(2) = R“cosud, Y(2) = R“ sinu® 


et par suite 
” R"cosud.rdx 





(5. / ara Fre 
/ | 
” R=sinud,xdx | Ä N 
(6) Pr" = Ir—4Ir(1+ ze”), 
0 
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Si l’on combine par voie d’addition’ou de soustraction les formules (3), 


(4), (5), (6), on aura aussi 


( 7 ) f (R“+ RT“) cos ußrdx == 4 ZT [(1 + zen)% + ( | > 2 ey] 











e r:’+ x? 

OR“ + B-W)sinußede u Kaleiend 
3) TE = elite (Hz, 

, R* — R-+ 0 .d —-mr\u ’ _.nmr\—u 
Ne Eee plli+zenY— (+ ze>], 





(10) [ “(R+ — R=*) sin udxdx 


= 4e[(d+ ze’ —(i+se)—2]. 


0 


Ajeutons que les formules (7) et (8) puisqu'elles peuvent Etre Ecrites ainsi: 








f: (e“ logR + eu logR) cosu Or dx 
r? + x? 
0 
fc e-«loeR) sinud.xdx 
r? + .r? 
0 


donnent pour une valeur imaginaire dv, pe v=-uwy-—l: 


u cos(u, log R)(e4ı? Lee) rd 


A u log(1+ze”"R) — u log(14+:e”"]}"}) 
= }rl[e +e 1, 





.L.;—mr » . „pumr 
— arferloeitsen _ gulositteemn], 





= 7005 (ulog(1+ze”"")), 





4 y2 +2: 
” sin (te, lo R)(etı0 — etıP) dx er: ia ae 
/ u, En = sin(ulog(1+ze"")). 


0 


On pourrait obtenir des r&sultats analogues par les formules (9) et (10). 


Exemple second. Si lon suppose 
4 


on aura 
ZSInm x 


®(z) = log(1-F2z2cosmec + 2°), Y(2) = arctang Fr 











cosm x ' 
On trouvera parsuite 
\ rdx 
(11) y Hog(1+22 cosma + 2°) 4”, 
) zsinnx rdx u 
=/ art taug iz cosm« ' RR x? = 4zlog(i+ze )» 


En reflechissant que le developpement de la fonction log(1-+ze”"") donne 


x emr x? emr 53 e’mr 


log 1+ze”) = ze - ee + 3 + elc....., 


la formule (11) donnera 





rdx 





(12) S log+22cosmc+ 2?) u = rlog(I+ se”), 











(A, m 1, d, _— 1, ad, = —1, 4; — 4, ad = —ı etc. ..... 








ng 
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et celle-ci par un simple changement de sigue de z dennera 


z ET rd 18 
(13) J log 122 cosma + 2) 7, = wlogli— ze”), 
En combinant par voie daddition ou de soustraction les formules (12) ei 
(13), on obtiendra les suivantes 


ne rd _\ I-hze=" 
(10) I log (; 1—22z cosmx +2? 7" r?t+-r? log (7 2 ar); 


en rdx 1— zen 
1 So ( eo = TR Mn 
(15) i 5 1-+2zcosmxc +2? ) r:+- x? # log | re 
Si Ion reduit a Tunite la valeur de z dans les formules (12), (13), (14). 
(15) on en tirera les expressions plus simples: 


(16) £ m at u en = 4rlogI+e”), 


(17) [ hi (2 sin} m&) en Arlog(1—-e”), 


( 18) Ye log (  eot im ay LE rdx ırlog (rer, 


1— em)’ 








| 


| 





(19) f log (tang4 mx) en — Irrlog (=) 


dont les deux premieres, et la derniere sont dues a Tillustre geometre 
italien Bidone qui les a donnees pour la premiere fois dans un memoire 
tres-important sur les integrales definies lu a l’Academie des sciences de 
Turin le 23 Mai 1812. 

Ezxemple troisieme. Si l’on fait 





a 1 1 
Ad, = 1, d, = T’ d, = 123° dt; = 13.3 BE 00 
on aura 
Vz) = e”*cos(zsinmrT), Vz) = ei" 7° sin(zsinm €) 


et parsuile 
(20) J® 2 008MX agg (zsinmx) - En — Iren" 
zc xdx ie, 
(21) £ e: °°”* sin (2 Sin MX) — —— Pen = Ir(e"_1): 
car le developpement de la fonction e“”” en serie donne 


ze—mr 5? e mr 


ser = - Perl — + eic. .... 


Les expressions (20) et (21) on et& trouvees par Mr. Cauchy a laide du 
12 BG 














92 5. Boncompagni, recherches sur les integrales definies. 


calcul des residus. (Voyez Exercices de Mathematiques, vol. I. pag. 108.) 
Notre methode en donne une verification tres simple. 


Exemple quatrieme. Si lon fait 





























1 
A, _— 1, d, = 0, dad, = 1.2? d; — 0 d; — 1.2.3.4 etc. .... 
en ayant egard aux, expressions connues 
e: sinmx „| e- zsinmx un %? q 4 
- — s(3 cosmr) —= „a cos?2mxz 2 
5 cos(3 €C ) Su + 19.5 608 m 
nie etc. u... 
e: sınmXx __ e:sın mx (2 2? 9 Da 4 
—sin(20C08mr) = — — sn?!mre + „—— 
5 ce ) 15 +15 3.3. z sin MX 
eic. u... 
r Ai { 5? e-Imr 4 etmr t 
SZ ur = u u a era er ur ..... 
coniee 1.2 EEE: Fon ar 
les formules (1) et (2)-donneront immediatement 
’ e:sinmx e sınmXx rdx i 
(22) / | + —— (08(2C08M 2) ——-— =:47cos(ze””), 
J 2 r?+-x v 
00 e-:Sinmx__ REN xrdx en 
(23) z 57 SIN(FCOSME) GL a Fra 47 (cos (ze”)—1). 
0 
Exemple cinquieme. ‚Si Yon suppose 
| | 1 
Ad, —— 0, d, = 1 b) d, pe 0, d; = 1.2.3? 4; De 0, etc. u... 


on aura cette autre formule: 


?Rn „zsinmx ge zsin MX r r dx 
24. ’ Bat. —— sin (2 COSM X) — 
9 r? + x? 


es sinmx__ e-:? sin mx Re dx . —mr 
=/ AZ RE = Ya sin(ze””), 
que l’on d6duira des formules (1) et (2) en ayant egard aux expressions 
connues 


„z sın mx + —n m er) 3 
e e sın 4 y 52 


EN % \ Ge en N in dei ..00r 
5 - SIN(FCOSME) j eosmz 5,0083 mt+ etc 

















e° sın mx —_ 1 zsın mx 


—— % )— si — — __ sin3mt + etc, .... 
c2 COS (FCOSMX) j sinm2 — 793 + etc 


0.2 8 > 
nn 


® w o—mr ur. za ii T __ —Imr Sat Li ....» 
us Ts 12350 +72.345° — 





Exemple sixieme. Si-Yon reduit a l’unite les valeurs des coeffi- 
cienis %, 4, , @ elC! .... On aura 





esse ee en  . 1 


> 
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1—zcosmr 


— A Br z sın ME 
ae 1—223c0osmr +2?’ 1 A 1—223c0osmc+:? 








et parsuite 


1—xcosmx rdx N 
(25) i en 
1— 22 cosmc+z?'r? + x? 2 pr 


3 sin mx xdx ze mr 
( ) A 1— 22 cos MX 2? r? +.r? - 1— zer ’ 


car, on a 








1 > 
u 1+ ze" +ge”")+(ze””)’t ete. .... 





Deuxieme application. 


Supposons maintenant que P et P, soient determines par les equations 


>.’ coshx p. — !” sinhx 
— r? +r?? 1 y? + .r? ’ 
ou bien par les Eequations 
ie xsinhx xcoshx 
r2hr? ? ı Tr t+r2' 


Prenons toujourss 2 =x, r"’=0. 
Dans chacun de ces deux cas les formules connues 


”" rcoshxr dx REN ” rsinhrdx en 
pr = In. ; 2 ES 
m EZ - 
i +. , r:+r 


determineront la valeur de Tintegrale definie Pdx et donneront aussi 


r B [4 r . 9 
aisement les valeurs des integrales definies 


[e 2) .n 
/ Pcosmned«, / P,sinmnzd«. 


0 0 
En effet, si dans les formules precedentes on &crit successivemeni 
h+keth—k au lieu de %, on obtiendra 


” »cos(h+h)r IS 2 ca “ ssin(kh+k)x in -rCh+R) 
2 ;_ TER = 4806 ’ 2 r’ de = }me _ 
tr r?+x - 


0 N) 
r cos(h —h)x zsin(h—h)x 
ä 1 —r(h-k) an 2 an —r(h+k 
$ rt r? x? dz Dur ’ SF r?+ 2? dx 3m e ) 
0 0 


d’ou 














e rdx ‚Lcektte-tr 
/ coshx coskx we ., = Ir e-" a i 
iR 


n kr —ir 
de ‚fer e 

/ sinhx sin kx -, u = Irer( ). 
0 
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\ vdx ehr Lohr 
$ sinhx coskr , . ; = Imre + ), 
Fr: ö 
0 
" rdx ehr _ ehr 
F coshx sin kx- — 2 4 T er — —) . 
r?: tz: 2 
0 
On obtiendra les valeurs des integrales definies 
n rdx ig { rda 
coshx coEmAx La sınıx sinmnx — ı — , 
uf 4 r?+ a 
2 vd r dr 
sinhx cosmnx - = coshx sin MNE - h 
0 + 2 ? o 2 x: 





en faisant k= mn dans les expressions precedentes. Donc par les hypotheses 
que nous avons admis, on pourra deduire des formules (B) les suivantes: 


"g(z)coshx.rdx 
(27) I re 
mr y— mr 2mr —?ımr 
Lay e-tr Iu+a2 (° = )+ 2: (° t® -) + ete. ....]. 
"wv(2)snha.rdx 
23) / E 
0 


emr _ e-mr ern 
— re |az( ‘) )+a.2°( —) + ete.....]. 











ww 


























RE HR: 1 
(fee | 
, r!+x 
mr _mr 2mr —ımr 
— re" [a,+a,2( z )+a.(“ = )+ ete.....]. 
"aiz)coshx.xda 
en. 7 SEE 
= —ire"” [a2 (° — )+a z‘ n Pauken z—)Fete.....]. 





Pour donuer un exemple de ces formules, nous prendrons le cas (res simple 
d, = d, = 1/5 = eic. .0.»» Denn 1. 
On aura 





ie) BZ zsinmx 
Me BES 3c08mac-+ 2 


et les formules (28) ei (29) Poesie 











(31) . ssinmaesinhex rd Kühe 2 em up 
e 1- zcosmact 2? "ra? EC 1— zer’ A— zer . 
0 
( 39 ) F .. x sin mZ cos / x °c dx Eck 1 7 ehr yo-mr em ] 
” 1—23cosma+2? 2 "pt? ERW (I gem Tr ‚mr? 


u“ 


car on A 
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TU e- 
ee eF LFI HzET)+eto .... 
se 


1 — % emr a ze" + (2 e"")* + (2 e"")? + eic. ..0.o 


On obtiendra aussi 























” zsinhx sinma rdx if zer zen 
(33) .. = 4m eo" | ——.{—-——f, 
1+2zcosmac+z?" r?+x? [1-+23err 1+ze-m| 
(34) Ns 3coshx sinmx x dx Ri Bu 
1+22 cosmc+2?:"r?+x? u 142 e- mr 142er]? 
en changeant le sigue de z daus les formules (31) et (33). Si l’on 
suppose 


h=a-+b, mi, m —= 2a, 
les formules (32) et (34) donneront 
SZ sin2ax rdx 


} e?ar en 
ea a tree | OT, 
—cos?ax r:+x 1— ec‘ 1— er?er]| 





0 








ff sin(@a+b) x sin?2ux I. dx EREY: g-iatb)r e?ar I une: 
4 1+cos?2ux r?+x? 1+ee dteer | 
Par des reductions bien simples on trouvera 

sin (@a+b)x sin ax sindb.a 





1— cos?ax er snan tT eos(a+b)w, 


sin(a+b)x sin2ax __ cosbx 
1+cos2ax 2“ az lab) 


En substituant ces valeurs dans les @quations precedentes et en ayanl 
egard a la formule 


rdx eh dr 
fe. cos(a+b)a a. = trete, 





on aura 
N ® " Br 
S sind rda n jrerlır, WER nd .] 
„ sinax vr? + x? 1— 1 _ ez2ar |? 


Fi cobx rd« = 4re R.\\ I: Pre e?ar Bi Ber ]- 

„ cssax r?+ x? 1 + e erar 14 ee? 

En reduisant au meme denominateur les fractions des seconds membres, ces 
formules pourront s’ecrire ainsi: 


|: ” sinbx Be N / ” cosbx A... 

sinax ' r?+r? °  erarterr? J  eosaxr  r?+x? gar egmar " 
0 

Pour des valeurs negatives de la constante 5 on aurait a substituer & ces 

expressions les suivantes: 


|» sind rdr nebr 2 cosbx 1 A ehr 
sinax "24x? eru—en? 5 cosax "rprr2 To oe Lee 
0 
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et celles-ci ajoulees aux pr&cedentes donneront 
- ” sind rd er _ e-dr 
(33) Sf BE. ir 
0 


sin dX ri: +x? er — e-ar ’ 


(36) 4: cosdbx rd az eör + e-dr 


a en . 
cosux r?-+x? zT gar Leer 











Si l’on differentie par rapport a 5 les deux membres de chacune de ces 
equations, On aura 








‘ “cos bx dx ı eb’ 4 e-dr 
( 37 ) RS BIN rs. ee nn sn = _ - 
« sın dc F +x2° ar e@ar — emar 
0 
cosax m r? +2? Per, er e-ar ’ 


Si au contraire l’on multiplie les deux membres de chacune des equations 
(35) et (36), et quon integre ensuite par rapport a 5, on obtiendra 

j r coshbx rdx nn edrLe-dr 

a nee 


zsinax r?+x° 2r er—_ eu? 





0 


- j ) . h or _ zer 
(40) / sinde“ da ._, m ee 


xcosax r?+x? Ip’ earL o-ar * 





0 


lies formules (35), (36), (37), (40) comprennent comme cas particuliers les 
expressions {res-remarquables, que Mr. Cauehy a donne le premier dans 
un memoire sur les integrales definies presente & VInstitut de France le 
22 aout 1814, ei que Legendre aussi a donnees dans ses Exercices de 


Caleul integral p. V. pag. 135. En effei, si dans les formules (35). (36). 
(37) et (40) on fat r=]1, on aura 


; sind x da N eo er 
er TE eu “ » ee 
snax 14x: er — ee’ 
0 


TS. Er, el 
/ cosb.r dx ı„ ®+e” 
u 


Li 





. Fr yon = u Ta 
cosax 1+x? “ ee eme’ 
J: sin dx dx _e—end 
— m — mi 7 en 
xcosax 1+x? 27 e@eme? 
0 
"zcosbx dx nee 
. snax "ix? *, ee_e-.? 
0 


et ce sont les formules qu’on doit a Mr. Cauchy. 
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6. 


Einige neue Integralgleichungen des Jacobischen 
Systems Differentialgleichungen. 


(Von dem Herrn Professor Richelot zu Königsberg in Pr.) 





In der Abhandlung 15. Band 23. d. Journ. habe ich Seite 366. n—1 alge- 
braische Integralgleichungen des Systems Differentialgleichungen 








or, Or, OXn 
—— Den .... a7 _ = ( b) 
wat vgteeetzgn 
z,00, ı Mrd, nd REN 
Ten 
21200, |, artde, "da 


WR. RN 
welches der Herr Professor Jacob? im 9ten Bande d. Journ. aus dem Abel- 
schen Theorem hergeleitet hat, aus demselben 'Theorem dedueirt. 

Diese Integralgleichungen haben eine solche Form, dafs ihre ersten 
Theile zugleich na—1 von einander unabhängige Lösungen der mit obigem 
System correspondirenden partiellen Differentialgleichung 

2. rn + fl (=2:) +..n+ m (2 ) 0 


X, OX, O&C, 


liefern, wenn nemlich im Allgemeinen durch F'x, der Werth von (2) 











für =, bezeichnet, und 
Fz = (r — 2) (C@—2,) ....(2—T,) 
gesetzt wird. 

Bei jeder dieser Integralgleichungen werden zwei Wurzeln der 
Gleichung fx = 0 benutzt, während Herr Professor Jacobi in der Ab- 
handlung 3. Band 24. S. 33 eine Integralgleichung von ähnlicher Form, 
und zwar durch directe Integration gefunden hat, worin nur eine dieser 
Wurzeln vorkommt, so dafs hieraus, wenn alle 2» Wurzeln dafür substi- 
tuirt werden, 2 solcher Integralgleichungen hervorgehen. Enthält die 


Gleichung fz = 0 imaginaire Wurzeln und man benutzt dieselben in den 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXV. Heft 2. 13 
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heiden ebengenannten Auflösungen, so erscheinen sie in imaginairer Form. 
Ich werde daher im Folgenden eine andere Auflösung mittheilen, welche 
ebenfalls von zwei Wurzeln der Gleichung fx = 0 abhängt und die Eigen- 
schaft hat, reell zu bleiben, wenn man für diese beiden Wurzeln zwei 
conjugirte substituirt. Es ist mir aber ferner, was bedeutend wichtiger 
ist, jetzt gelungen, vollständige Systeme von n—1 Lösungen der obigen 
Gleichung (2.) zu finden, deren Character darin zu suchen ist, dafs sie 
durchaus keine der Wurzeln der Gleichung fx = 0 enthalten, oder irgend- 
wie voraussetzen. In der oben angeführten Abhandlung hatte ich nur zwe 
solcher Lösungen, und zwar in $.4. durch eine directe Integration, welclıe 
ich die verallgemeinerte Lagrangesche Methode nannte, abgeleitet, hingegen 
in 8. 5. mit dem Adelschen Theorem in Einklang gebracht. Auf ähnliche 
Weise werde ich im Laufe dieser Abhandlung meine neue und allgemeinste 
Lösung sowohl auf demselben directen Wege der Integration deduciren, 
(welche zugleich mit der oben angeführten, auf einer höchst sinnreichen 
Erweiterung der Auflösungsart einer berühmten mechanischen Aufgabe be- 
ruhenden Jacobischen Integrationsmethode im Wesentlichen übereinkommt ) 
als auch ihren Zusammenhang mit dem Adelschen Theoreme beleuchten 
und einige Hauptformen desselben direct durch passende Integrationen 
herleiten. 
2. 


Es sei fx irgend eine ganze rationale Function von x von belie- 
bigem Grade. Kührt man die Gröfse ? ein, von der Beschaffenheit, dafs 
bei der obigen Bezeichnung die Gleichungen 
OR, V(f=»,) OX, EM V(fx,) 0% 2 V(f&n) 








— 


3. 


fan al "a 24" Ye ot P’&n 
bestehen, so führt der bekannte Satz, dafs man 
Ilx > CC IIz 
Fzx | 4 uuEr en 2° ER = [F|- 


hat, wo Ilz eine beliebige ganze ae Function von 2 ist, und 





Fz Fr . i sc cpFR% 
| | , den Coöfficienten von x”! in der Entwickelung des Bruchs —_ 


Fz ]; 
nach fallenden Potenzen von z bedeutet, sogleich auf die Differential- 
gleichung: 

IIx, en 


. ni ee n. 3 
En be EAN 7 ren LT, — Fz ui L, 


V(fx,) N, 
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aus welcher sich, aufser dem Systeme Differentialgleichungen (1.), noch 
folgende ergiebt: 


n—1n n—|[ r Nml r 


ı 0%, 0%, x OX, 
Ve) TV) Tr Ve 

Nun hat Hr. Prof. Jacobi am angeführten Orte Seite 34 die schöne 
Bemerkung gemacht, dafs, wenn zwischen den Variabeln &,, &,, .... x 


4. 


rı 


die Differentialgleichungen (1.) bestehn und « und ß zwei Wurzeln der 
Gleichung fx = 0 sind, 1 Iotalefine 


I ee nerven 


worin öf durch die Gleichung (4.) ei ist, dem algebraischen Ausdrucke 








Br in V (f«,) 
CHV(Fa.FB) aa are, + ae at 
V(fx. \ 
ö Pe Te DE Fe 


gleiclı ist. Führt man das gewöhnliche Summenzeichen ein, so hat man 
daher unter den gemachten Voraussetzungen die Gleichung 


. (I rss}. ‚v(Fa.Fß) 2 (7) 
vr) 


(a, — @)( 2, —ß)F ac, 








Nennt man die Werthe der Variabeln £,, 2; , «+... £,, welche sie 


() 


für = 1, annehmen, resp. €), &), .... 2), und seizt das Produet 
N, . 
(2 — 2) —z, .... (DL) = F,r, 


so erhält man aus (5.) folgende Gleichung: 


A IS-a@ HE seh, u tHa. MR 


ig 
v(fe,) 
(,—a)(ce,—P)Fx, 





V(f=}) 


h — a) (x — A) Fx? 


= v (Fu. F}) z ud 








— v (F,a.Fuß) &ı 82 


Man sieht hienach leicht ein, dafs, wenn die Function fx den Inten Grad 
nicht übersteigt, ‚die algebraische Gleichung 
n V(f=;,) SERIE a 
ans vherce (2, —e)&,—P)Fr, PURE: 
dem System Differentialgleichungen (1.) Genüge leistet, indem dann die 
linke Seite der Gleichung (6.) verschwindet und das zweite Glied der rechten 
| 13 * 
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Seite = —Üonst. gesetzt ist, da es von den n Variabeln &,, 2, .... £, 
unabhängig ist. Man erhält daher folgendes 


Theorem 1. 


„Wenn « und ß zwei Wurzeln der Gleichung fx =0 sind, welche 
„den ?nten Grad nicht überschreitet, so ist die F'unction 


7, „U == v(F a.F'ß) \ A)Fx, et 


er, —a)(2, — 








„eine Auflösung der partiellen Differentialgleichung 


8. „er ")+f IE ze re u 


l' x Bo. 


was ich hier kurz auf directem Wege beweisen werde. 








Beweis. Setzt man 
fa = («—u)(e—P)®z, 
so geht die Formel (7.) in folgende über: 








Fa«.l'ß Ye: zu n V(fx,) V(fan) 
a Vz —a)(a, —)4 +v (Fa.F®P) bie —e)(2,—P)Fx, ei ur (An —a)(&n—ß) Ft 


Hieraus erhält man PER die Gleichung 


ev 4 Fa«.Fß [ we] Ps, 
(6 I ale —e)(8, —P ) dx, /VYaı) 


Fa) tr Pr: Ke (far) ur: + 2 rlTeb he N 


Fax, (el, ) F'x. (en —@)(&n—P) 

















’Y! f*x:) 1 v(fen) - s 
+ tt Per ee 


Multiplieirt man diese Gleichung auf beiden Seiten mit 


V(fx,) Bi, 
F’x, "V(Fa.Fß) 


und zieht je zwei untereinanderstehende Glieder zusammen, so erhält man 
folgende Gleichung: 














Re) PX, 
an et, er. D: | Fa) 
V(Fa.FB)' Pa, \da,) — Ude, 
w; f*ı [x:) 1 2 1 ud 
— (x,—x, ‚F’x x, F'x, ee me a) u... 





Vf. ix.) 1 1 
ar +7 (n— a), 5): 





er (n—r,)Px, Fix) 
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Vertauscht man in dieser Formel der Reihe nach die Argumente 2,, 
Dy, 2... 2, mit &,, so hat man im Ganzen » Formeln, in deren Summe 
sich alle die negativen Glieder der zweiten Reihe gegen einander fortheben; 
also zuletzt die Gleichung 


ee) 

















ER Fa. 

r \ 

39%: | 3 _PXa_ 3 A 
(Fx,)? (Fx,) “XFx,) "| 
Bu a x, 2 0x, + er: ” Ö &n s 


deren zweiter Theil = [# in | , mithin identisch = O ist. So erhält man 
2 


also sogleich die zu Vi Gleichung (8.). 

Nimmt man für und B n—1 beliebige Paare der Wurzeln der 
Gleichung fx = 0, so erhält man aus der Formel (7.) n—1 von einander 
unabhängige Lösungen. 

3. 

Man kann, um solche Systeme von n—1 Lösungen mit einander 
zu vergleichen, bekanntlich alle als Functionen der n—1 dem Anfangs- 
werthe x) entsprechenden Anfangswerthe der übrigen Variabelu darstellen, 
welche bei einem jeden vollständigen Systeme Integralgleichungen des 
Systems Differentialgleichungen (1.) statt der willkürlichen Constanten ein- 
geführt und aus einem derselben als Functionen der Variabeln bestimmt 
gedacht werden können. Es wird in verschiedenen Fällen für die Kürze 
des Calculs vortheilhafter sein, die eine oder die andere von den An- 
nahmen 

vi =o, a = ow, a =u 
zu machen oder x, gleich einer andern Wurzel der Gleichung fe = 0 zu 
setzen, welche unter den zum System der Lösungen benutzten n— I Paa- 
ren nicht vorkommt. In unserem vorliegenden Falle werden die n—1 Grö- 
[sen 22, 2°, .... z2 als Functionen der n Argumente bestimmt, wenn man 
sie aus a—1 Gleichungen folgender Art eliminirt: 


” V(fx;,) 
9. V(FaFB)E gg Ars —=V Fıa Fß)E oo, 
Nimmt man z.B. an, dafs in allen n—1 Lösungen « de sei und setzt 
x, = a, so werden die Gleichungen die einfachere Form 


V(fx,) fa (B-a0)....(B—xÜ) 
10. nn 2 -. 
V(FaFß)z (2, — ea) (a, — A,F' x, v\ 


Vf) 
—a)(X, A) Fix 2° 











a— PB (a—x0)....(e— x) 
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haben, während, wenn x=° eine andere Wurzel der Gleichung fx = 0 
ist, die Form der Gleichungen folgende ist: 

V(fx,) vie) 
(aa), AFa v(Fa.F,ß)2 N eryeI Tee); 
Nimmt man für « und ß zwei conjugirte imaginaire Wurzeln L 


Gleichung fe = 0 an, so erhält die Auflösung des Theorems 1. eine reelle 
Form. Ist nemlich 








11. v (Fu.F'ß) = 


a = r(cos9-+:sind), 





ß = r(cosd— sind), 
so geht die Formel (7.) in folgende über: 
. V(fs, 1 N 
I— PR EI. 207° Mit er » 
vv 3 Pe er NA (Ce Irz,cos# + x?)....(r rx„cos9+ x? )), 


und man kann daher, selbst wenn fx = 0 lauter imaginaire conjugirte 
Wurzeln hat, n—1 reelle Lösungen aufstellen. 
Nimmt man z.B. an, es sei 





fe =1—e, 
wodurch man auf Eigenschaften des Integrals 
(MHNz)Or 
vi—x°) 


geführt wird, welches Legendre im 3ten Bande seiner „Theorie des fonc- 
tions elliptiques” behandelt hat, so erhält man, als eine allgemeine Lösung 
der partiellen Differentialgleichung 

12 Elm. ne \ vi-a) (ie via-—zı) (2) 


u. - ya x 


0x,’ (x,—x,)x2,—x,) 








— == U), 
ie « ,)\X, 2 (s—xX, ss —X,) COX, 


eine willkürliche Kunetion zwischen den beiden Werthen des Ausdrucks 


13. va +AEVN a ter )AFTAE/ NR HR) SH RT) 








N he vi—s) 
Kr, 2,)(0,—a,) A U+V5)a, ta?) "2, —8,)(0,—a,)AFAFV5)%,+8%) 
+ 3 vil—x;): 





(2; —2,)(8, — a3) I+(1EV 5)x;- +2; Y 
Uebrigens ergeben sich aus den Gleichungen (26.) und (27.) meiner oben ange- 
führten Abhandlung in diesem Beispiele sofort folgende einfachere Lösungen : 














| BE a a Er ie vi—x!) en ) mi 
14. v, = Ur, 2 ee en et Fe x, rennen if +2 +2.+27;. 
| x,V.(1-x}) 2,0, V (I-x x, %,V (l-x% 
15. 9, = - -. \ s 1 %;) 1 7 (+ -+ —) . 
X AU -.; 21-25) (RR, 0a) CulRgTR) 05ER) X &%, 2; 
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(1— x?) (@— x) | 
-, und dann « = x 





Setzt man in der Auflösung (7.) fx = 











a? 
und B=1, so erhält man folgende Lösung: 
BR Fir de " _V(-x}) V (1-x?) 
16. , = V[(I-2)1-2:)(1-2,)] TIERES (eay.\e) 
y; Vi-—x') 
eh 

Nimmt man in diesen 5 Functionen (13), (14), (15) und (16) 

2 Ex, 2.,= rm, = m 


an, so werden die folgenden Functionen von z° und x° 
vVAFÜFYNME HE) AHAFV5)2 + 2?) 
HEHE tz) HE DEI +EN), 
-(@,+7,) 
(yrt-ar)—ar VU— er’) 1 1n 
jet es) 


1 
ae 
%,-X2, 





v(d—z,)1+2})), 
während x? und x} ist, aus den Gleichungen 
vu, = —(e+r ud» = v(l—aı)1—r)), 
wenn man links die Werthe aus den Formeln (14) und (16) substituirt. 
als Functionen von 2,, 2;,, X, bestimmt werden, welche der Gleichung (12) 
ebenfalls Genüge leisten. 


4. 


Auf eine ähnliche Weise, wie im $.2., kann das Theorem, welches 
ich in $. 6. meiner angeführten Abhandlung aus dem Adelschen Theorem 
abgeleitet habe, direct bewiesen werden. Ich ziehe es jedoch vor, dasselbe 
auf folgende Weise darzuthun. In $. 3. der oben angeführten Abhandlung 
hat Hr. Prof. Jacob: durch directe Integration gezeigt, dafs, wenn & eine 
Wurzel der Gleichung fx = O0 ist, deren höchstes Glied den Coefficienten 


A, besitzt, 
. V(f«, V(f.x, V(f&n 2 
Fa {( (Le) “— (F,) .... (FF) ) — A} = const. 


a—e)l'sx, (An—a)F' x. 








ebenfalls eine Iutegralgleichung des Systems (1) ist. Dividirt man daher 
den linken Theil derselben in das Quadrat der Lösung (7.), so erhält man 
folgende Auflösung der obigen partiellen Differentialgleichung: 
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R & Bi k. Vv(fx, 1) V(f.ı,) : 
= Fa =ein—BiRE, J u.7 Zu a Be 
" Fe) Ya) Yıly. ı 
tt) An 


welche sich von der oben angeführten mutatis mutandis nur durch den 
n 1 i r 
constanten Factor aa unterscheidet. Um zu sehen, als welche Function 


von den Anfangswerthen 2), 2}, .... 27, die zux°’=u« gehören, diese 
Auflösung sich darstellt, setze man dieselben hinein, so erhält man 
Ba) P— 83)... (d— an), 

Fe 
ebenso wie es sich aus den Formeln (42.) der angeführten Abhandlung 
ergiebt. 


IA —— 





7 


Nachdem ich nun im Vorigen die schon früher mitgetheilten Auf- 
lösungen theils in modifieirter Korm vorgetragen, theils auf neue Art her- 
geleitet habe, schreite ich zu dem zweiten Theile meiner Untersuchung, in 
welchem ich durch directe Integration des obigen Systems (1.) solche all- 
gemeine Systeme von Auflösungen der partiellen Differentialgleichung (2.) 
ableiten werde, bei welchen gar keine Wurzel der Gleichung fx = 0 
benutzi wird. Zu dem Ende bezeichne ich, wenn « eine ganz beliebige 
Zahl ist, das Product 

17. vle—r)(—r2;) .... (a—x,)] = y(Fu) 
durch y und erhalte durch Differentiation nach 2 die Gleichung 


2 = —ıYy but % z Eis ni .. Be En LU 


a— x, a—ı, cl @— In di 


18. 


Bar Mn 


welche mit Hinzuziehung der a! (3) in folgende übergeht: 


I = — ty! a HE Vf) Van) | 

Lad 7 Bene I («—x,)f'x + (e—r,)Fx, * (e— x.) Fr.) 

worin fx wieder eine Function von einem beliebigen Grade bezeichnet. 
Durch forigesetzte Differentiation erhält man aus (18) folgende Formel: 








0?y ‚2% h | or, PN. a Oral 

ee tee 
{ 8.X,\ 1 Eru\?} 

- ya) et) 
2.) (ea—.r,)? of + + (@— X)? d 

a era 1 oe? r,! 

a da 2 u I ER FR bi 

’lar 9? us zn ol? )?° 
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welche mit Benutzung der Formel (3.) nach leichter Reduction die Form 














2 o?y ae 1 V(fx,) 4, Ri. f x») ' 
en Fr = Teer Fr, Terre (@— .ır,) Fr, ) 
ri Er: u ak 2 
(.—x,)"(Fr) ''" (e—ın)(Fx,)): 
6 u u 0° ı. 
a . ERE Tin 


annimmt. Man leitet BR aus den Gleichungen (3.) folgende Gleichung ab: 





i Jr Kan; 2 . De un V(fen 
n. u TE en Mira te) 


u 72 


aus welcher sich durch leichte Beducion Bi ei 























FR 1 er, 1 Vifs) V(fx,) ur La). 
| zn (a—x,) 0? 2’ao—r,)Fx, ee ua uunande 2 («—.r,) Fr, 
fx, 
ORTEN: rc ER Huren 
— 2’a—r, (a— 1, Pr; t3 0x 
u, ‚Wie. f8,) +2 ,-2@ . V(fxr, fr) ubeete 
2 ae -r,)(a-r Pr, Pr, 2,038, I (e-2,Va-r.)Fr,Fan’ an N 


Man vertausche hierin 7, mit £,, 2, mit 2,, --.. 2, mit z,, so erhält 
man im Ganzen n Gleichungen, in deren Summe sich die negativen Glieder 
der letzten Reihe auf der rechten Seite gegeneinander aufheben, so dafs 
man zu der Formel 























1 o’r, 1 0° X, 
a—ı," ot: Pr e— 1, 00° 
1 V(fx,) Vv(fo) 
51 (e—r,)Fx, er En ER 
fx fr | 
0-5, — 7, do -—- 
1 (Er, x.) 1 (Fr)? 
a 
1 fx, f &n \ 
slereent Fr?) 


gelangt, welche, von der Gleichung (20.) abgezogen, folgendes Resultat liefert: 


20 _ 0 y fx: ln 
23. ag ur tree is; Fi )? 7. ar )?(Fır ee) 





PER E20 BR a 
/» 2 ‚/ y } 
u 8: 7 ee en Tu Man’ 


4 0 — 1, dr, i f ar. or, 
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Aus der Theorie der Partialbrüche ist aber die Kormel 


fe = |[- - 
24. (Fa)? (2 er: 2 
den, Be fan I 
+ (Fax) (e—x,)? ++... Tr Po oo) 
Ö en N p a - 2 | 
"2,)°% ”.) 
+ X, "a—r, ksta ana C, ! ei 
bekannt, worin, wie sich aus der obigen Bezeichnung ergiebt, tz Sr. 2). I. 


die ganze Function von & bedeutet, die sich bei der Entwickelung des 


% . RR 
Bruches ai ;‚ nach fallenden Potenzen von « ziegt. Substituirt man diese 


Formel in der Gleichung (23.), so erhält man die einfache Gleichung 


3. 272... lo ” A =]. —_o0. 


ot: 2y? > ww ___ a@)(d 





Ich multiplieire dieselbe mit 49 y, integrire und erhalte die Gleichung 


2 BB. 2A | r° 
26.  Üonst. +4 (22) Pr 2 /y 585 ‚ey; 


oder auch, da y unabhängig von & und „De unabhängig von £ ist, 
ö 3 — 0 





j 2 y 
n..42 P W Y« Ay 

Gonst. + 4 (>) _- Er -- |? I: 33 n 2 ot 
O 114 i 


‚2 .. 
9 — 


und mit Hinzuziehung der Gleichung (17.) und (19.) folgendes 
Theorem 2. 


„Wenn fz eine beliebige ganze Function von % ist, und die Varia- 
„bein 2, 2a, ++... 2, dem Systeme Differentialgleichungen (1.) G&enüge 
„leisten, ferner aber 


.2 
Yo 


Eu. 


(1) (a — 5) 2... (Ua—d,) = 


„gesetzt wird, wo a eine ganz willkürliche Zahl ist, so ist das Integral 


Fi le f; | E yvdy 





„gleich dem NEE. Ausdrucke 
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Fay V(fs,) V(fa,) fa 

rer )Fx, ut; (e—x,.)Fx.)  2Fe 
F,« va) V(fı) % fo-. 

8 Ye 2°)” rn = ok Kl « ie) Top 


Ist die Function fz vom ?2nten "mmde und ihr höchstes Glied A,,x”, so ist 


[: —] ” 
\e-Sr5 Pe ai As. 


Es gehen dann die Gleichungen (25.) und (26.) in folgende über: 
ir. Mn Asn 22 

"ar ti Bere 

29. a(22)' ZW A..y = Üonst.. 


und man erhält auf ähnliche Weise folgendes 


27 

















28. 





Theorem 3. 
„Die Gleichung 


« zu; __ im EN V(f&n) n f« , 
30. „Uonst. == Fa, ne )F +.. a x,)Fa n ur bel Fu, 


„in welcher « eine ganz beliebige Zahl bezeichnet, ist, wenn 
„fe = A,+ArT+-.... +4,20” 
„gesetzt wird, eine dem System Differentialgleichungen (1.) genügende In- 
„tegralgleichung, oder die Function 
nn u nr LT fen au 

„ist eine Lösung der partiellen Differentialgleichung (2.). Ich werde Letz- 
teres noch kurz direct beweisen. 

Setzt man der Kürze halber ve = («—o)Fx und beuutzi das 
Summenzeichen, so erhält man aus der Gleichung (31.) folgende: 

















E- nun h) zus x)? 
= Fa — 4,Fa+Fa$z wa r} j ’ 
und aus dieser durch partielle Differentiation diese: 


i 3’ Te) EZ 
(—)= vEr- 7 a a | RAtEn 


OL, r —ı) Fa X (0) Yı av' NA 


ı Fa (ag ){ 2y\ ee 7° ER av (far) pr 1 3” V(far N 





























: wich (x od w'x 2% (An, )W En r,-& 2 ur 7, 
Eu ’ 1 
Multiplieirt man dieselbe mit en. —)VIpw ), 77 ‚ so reducirt sie 
vr V(fs ‚) 
Fa 5" 
Y' ch 


14 % 
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sich, indem 


d (fe, ) ati 
9VY(fr,) ji Pi Set a Fr) 1 
r r r (@- 2 . Ja- 























we \ 908, (Fr)? (e—x,) or, 
ist, auf die Gleichung 
V(fx, 2 . 1 1 
F'x, \Ox,/’ Fa" un Vifan) 
21 —— 
Wh 
Ep 
= (feat. 23 a ee 
(Fa)? m) px ur sr V (fan fx) - (Pr, ı)? n (e—x,)? d x, J a—r, 
I w' Ch 
_VY(faefR) wit, 28 Vf, fa) Kits? V(fx, fe) &, +22 
wi, ap‘ 2, 6 x, wx E w'xr r P EX; an w'x, WE. “ %,-&Kn ’ 


Vertauscht man hierin wieder x, mit z,, oder x, mit x, etc. und addirt 
die n Resultate, so heben sich die negativen Glieder der letzten Reihen 
auf der rechten Seite gegen einander zu je zweien auf, und die ersten 
bilden die identische Gleichung 





Er. tn 2 Be SR geh „© 29 A 
(F @)? A; er 2, (F'x,)? . (e—xr,)? 2, ER ’ a— x, ’ 


während Jie Glieder links auf die zu beweisende Gleichung 
V(fx,) (® via ) ov 1 Y (fan) Me 
Pr, (5 -)+7 un Ast +2 —) = 9 
führen. 
6. 


(Giebt man der beliebigen Zahl & n—1 verschiedene Werthe «,, 
In sner u, SO sieht man, dafs die a—1 aus (31.) dadurch hervorge- 
henden Ausdrücke ein vollständiges System von na — 1 Lösungen der Glei- 
chung (2.) liefern. Man erhält jedoch auch andere solche Systeme, wenn 
man den Ausdruck (31.) nach «& partiell differentiirt und dann dem « einen 
beliebigen Werth giebt. Um die daraus hervorgehenden Resultate kurz dar- 
zustellen, werde ich die Summen der Combinationen ohne Wiederholung zwi- 
schen den Elemeuten &,, &;, .... x, durch C,, C;, .... EC, bezeichnen, 
die Summe der Combinationen mit Wiederholung zwischen den Argumenten 


| 1 1 


. wo RE 
X N In 


durch A_,, Ä_.,.... K_, etc. und durch K,, &, etc. die Summen der Com- 
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binationen mit Wiederholung zwischen den Argumenten z&,, &,, z,. Indem 
ich ferner 


4 
KL 


SEE 
len 4. 4 gl 

setze, bezeichne ich für nicht negative ganze Werthe von u das Aggregat 

2,2,+ 23,2, +-... +2,22 durch S, 
und das en 
=_,2_.9 + 322%, + + + 3-4 Z-ı durch S_,.4n» 

Setzt man nun in der Auflösung (31.) und ihren Abgeleiteten nach «. 
s=(), so erhält mau folgende Lösungen der Gleichung (2.): 


Die ee 








2, = 











©; 
a A K_ A 
Ü, S_, —n n—1 S_, rn 1 nn + Apr h) 
’n 
S A K_; . u... A ER, 
Ü, S_, a 5, ER .... + O,_4+2 BE aeaee er Bush - + Ur A; a 
n 





x 5 E, RE . ; 
Setzt man hingegen «u — „un @81.), multiplieirt mit «" und setzt im Resultate, 


wie in seinen Abgeleiteten nach «, & = 0, so erhält man folgende Lösungen: 

$,— Au-ı K, —. An (KR; a C), 

Ss, .. s,C, u. Au K, N An K, — 4, Ir (K,— C 3) 

Ss, —8,_C+...+8,0, — Ay, KK — De, AuK,, + 4.0.4: 
Die erste derselben ist die in meiner oben angeführten tt in der 
Formel (26.) enthaltene, denn es ist 


K, => x, + 2; +....+2z,, 
KR,+CG,= (a. +2+... wege 


win Lin v(fa ı) u. 2) V(fx.) ? 
S, 2 = ee + Fr + .... + u - 


also die Lösung 


V "q V(f a)\ / 
(+ + ...t+ He )) — Au. (0 +2... + 7%.) 


— 4,0. +2..+ 2%); 
wie am angeführten Orte. Die erste Auflösung; der vorigen Reihe giebt 


folgende einfache Lösung: 
V(fx V(fx,) 








DEsupb: As 


En F'x,„ 


2, Ir ge Fr 7 „Pr, +.. .+ 
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Eindlich schliefst man aus der Form der Gleichung (2.), mit Hülfe der Sub- 
stitulionen 


x FE GR ef 
ee FE 2 &,’ ie a; ee 


indem die Gleichung dadurch in folgende übergeht: 


Yıl, 6) (de) YA E) (2 VE 0) — 
F&, (FF + F'£, 3%) + .... + FE SE — ()., 


un 


wo 
fi € = A+ Ar,-ıE u. A; 2e + we + A,E" 


veseizt ist, sehr leicht, dafs, wenn die Function 
D(x,, To, ee = LT, 4 A,: A,, aM A Asn) 


eine ihrer Lösungen ist, auch 


o(" 4 gr Ei Be A,) 


#,. 8 &; 
eine Lösung sein wird. Wendet ‚man diese Bemerkung beim Theorem 3. 


1 ’ 
an, und setzt aufserdem u = z, 50 erhält man folgendes 
J 


Theorem 4. 


„Wenn 2 eine beliebige Zahl und fe = A, +A,c + ....+4,,2” ist, 
„so ist der Ausdruck 
FL B.x,E v v(faı) Rn ı v(famt® _ar2an fd __Asy'ß 

ne 4 a 1 >») vs o«. n u...» r? an r y w' ß r r r.’ 
An en tb grrenkr 
„Wo 
„ve = (2 —P) (2 — 2) (2 28) .... (dr) 

„gesetzt wird, eine Auflösung der partiellen Differentialgleichung (2.)." 

Ks lassen sich aus diesem Satze, dessen directer Beweis den obigen 
vanz ähnlich ist, verschiedene Lösungen durch die Entwickelung dieses Aus- 
drucks nach steigenden oder fallenden Potenzen von ß ableiten. Z.B. der 
Coöffieient von.” in der Entwickelung nach steigenden Potenzen giebt die 


Lösung 
Asyl 


My 
1:3 58 1 \: 
- Al +. +..+t,, 

es 2 u 


welche von der in der Formel (28.) meiner obigen Abhandlung enthaltenen 
nur um die Constante — A, abweicht. f 





a (> + 2 + .... " 


‚2 . » , 
LaWV"Ln 1 Ln W| n 


- 


Alle diese verschiedenen Lösungen werden sogleich als Funetionen 
derselben a —1 Lösungen dargestellt. wenn man als die letzteren die zu 
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einem beliebig angenommenen Werthe von &,= x? gehörigen Anfangs- 
werthe 2), 23, .... 2, annimmt. Man setze nämlich eine jede der Eö- 
sungen respective gleich einer eben solchen Function der Gröfsen .°, 
9, 2... 2), wie oben auseinandergesetzt ist, so erhält man z. B. aus dem 
Theorem 3. die Gleichung 








V(fx,) . fe . 
ae —AnFa 
y n V(f}) 2 f« , 


h 0% 


32. Fu ( 2. 


als solche, die zwischen den Anfangs- und Endwerthen der dem System 
Differentialgleichungen (1.) genügenden Variabeln besteht. 


7. 

Es wird nicht uninteressant sein, eben so wie ich es in meiner frü- 
heren Abhandlung mit zwei Integralgleichungen des obigen Systems gethan 
habe, die im ’Theorem 3. enthaltene neue Integralgleichung aus dem Abel- 
schen Theorem abzuleiten. Zu dem Ende beziehe ich mich auf folgenden 
Satz, welcher sich aus dem genannten Theorem unmittelbar ergiebt. 

Wenn die Gröfsen 

EV ur DS, 
0 


0 09 
Ts Ts [} . ” * L, 


den Gleichungen 


a. 


4, tar, +... +4,07 = yY(fe), 
4, + 4%... + 4,%: nn v(fr.), 


a, + a2,+:...+40 = vY(fe,): 


33. , N 
\uataz+....+ oa == — (fe), 


a +a2% +... +4,20 = —y(fe)), 


ran t+.. +0 = — yYfen), 

in welchen die ersten » Wurzelzeichen beliebig positiv oder negativ, die 
letzien n Wurzelzeichen jedoch den ersten respective gleich angenommen 
werden sollen, Genüge leisten, also zugleich die Wurzeln der Gleichung 





34. 09= mw +ae+i... +42)’ — fe 
sind, so bestehen zwischen ihnen auch die transcendeunten Gleichungen 
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I, vuntl" TEN a Vor == (). 





, rdr zo 
B V(fx) he Y(f®) 27 vr Fr Er 
Tr, = na” ?oX1 
J. Tr) an vest+ fe wir _., 


an 


oder sie sind die Anfangs nnd Endwerthe “ die n Variabelu. welche 
dem System Differentialgleichungen (1.) genügen. 
Entwickelt man nun die Ausdrücke 


a,+4,0%4+:...0% 








Fx En 
a, +4, X + 
AP 4, 


in Partialbrüche, und benutzt dabei die Gleichungen (33.), so erhält man 
die beiden Formeln: 





dyta, X ..0.%» { A y (fx,) ) Vf 2 V(fx.) 

a kan Be -1 Pe" 00) 1 (x-r,.)Fr, 

At AK tn V(f«x)) 3 Yiıfa?) V (fx) 
-_ T- tra = Pr Er dee vo) Pia ate.tz Pr} 


oder, wenn man der Kürze wegen 


wtrarCc+....a,2" = Dr 


setzt und das Summenzeichen benutzt: 


X FE V( Yn 
(K-a m rn Ag 


(2 — a.) I’ xy ’ 











35. 





7 d _— RER, y . 
Fx ? '(c—ı3)F.x 


0 


Pr . V (fx) 





Erhebt man die beiden Gleichungen aufs Quadrat, multiplicirt die erste dann 
mit F'x, die zweite mit F,x, und zieht die Producte von einander ab, so 
erhält man die taz 


2 
36; „= NT, „Fr 1 — a, Ex 
Y V(f«,) B h) n V(fa5) ’ 
> fi (zi («e—ı,)F =) — Bz(2 FIESRi5R) 
Die Gleichung (34.) giebt aber, da ihre rechte Seite durch Fz und F,x 
theilbar ist, die für ein beliebiges x geltenden Formelu 
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ge? fr _ (— 4,,)F,x, 


Fr Fr 
.. (P or ja 
E Pr’ ul 
F, x fi - F&: Dunn (a, — A.)Fr, 
deren Differenz folgende Gleichung liefert: 
U +a Fe Far = bE+4,Fe— [" —A,F,8 
of Fa 


Be: u man dieselhe in die eg (36.), so zeigt sich, dals der 
Ausdruck 





ve) _\”__f# 
Fa (ige) Fr An Er 


einem analogen Ausdrucke, in welchem statt der Argumente &,, ©, .... x, 
ihre Anfangswerthe substituirt sind, gleich, und dafs also für ein beliebi- 
ges x die Gleichung 


B V(f.xı) u fx A) „E06 . 
Fı(2}— ;) — pn; Anfr = Const. 


eine algebraische, dem System Differentialgleichungen (1.) genügende Inte- 
gralgleichung ist; q. e. i. 





8. 


Herr Professor Jacobi hat die am angeführten Orte mitgetheilte In- 
tegrationsmethode als einen neuen Beweis des Abelschen Theorems be- 
trachtet. Ich werde im Folgenden, dieser Idee gemäls, aus dem System 
Differentialgleichungen (1.) verschiedene Formen des Adelschen Theorems 
durch passende Integrationen ableiten, Zu dem Ende gehe ich auf die 
Differentialgleichung der zweiten Ordnung (28.) zurück, welche aus dem 
obigen Systeme entspringt. Nimmt man eine, eben wie «, ganz beliebige 
Zahl ß an, und seizt, statt wie oben 

yv= v[e—-2)@—2:)....(a—2,)] = v(Fa), 
hier: 


v(FB$), 


37. z= vIP-2)P—2.)...(—r,)] 


wozu die aus (19.) sich ergebenden Formeln 











Iy n V(f.ıxr) 02x “n V (fa) 
Ge a elf, un 
38. Eries 2y <ı (e— ı,)PFan ’ ot 2 Pr; 
gehören, so liefert die frühere Analysis die beiden Differentialgleichungen 
[ 10) 7 a Arn . [8 Ar 
um naar LEE Bl, 2 a 
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Multiplicirt man die erste mit 42 (2% a die zweite mit 4y (vo 27 
ot I , 
und addirt die Producte, so erhält man die Gleichung: 
y 6 S Be OY A oY .u% 
oY 02 o?y 0?2 a ut ot Ben in ‚ot 
aller er yet — | ie 
(: ol ) =) (25% ) ot 3) 2fa" 3 2fP >> 5 .e 


deren erster Theil ein exactes Differential ist, so dafs sie die Integral- 
sleichung 


| OY 02\? En Er R 
ale 2157) Tl — [fd = Uonst. 
# ) ee 


ol or 

giebt, welche mit Hinzuziehung der Kormeln (37.) und (38.) auf’ folgende 
neue algebraische Integralgleichung des Systems (1) ud 

40. (a—PY”Fa.Fß (z: Fa mn is) Range 1% DH = Gonst., 
deren linke Seite zugleich eine Lösung der Dißerenahee (2.) ist. *) 
Man leitet dieselbe aus dem Abelschen 'Theorem ab, wenn man in die 
Gleichungen (35.) und (36.) & und ß statt x substituirt, woraus sich durch 
teichte Reductionen folgende Gleichungen ergeben: 


/ A\2 z fon 223 2 
\e- 7) ta Er) 














41. Live KZAy Bug mas PRESS "Vor =); 
\r,« q (—x2)(P— a)F;; 
Fö de mit Dr — (&— A,„)F,a.FPß, 
Faipar — ? = (®—A,)F,ß.Pau, 
42. (. 
re . u ==(4,;—A,)F,ß-Fu, 
Dun En ft = (a, — 4.) F,@.FP. 


Multiplieirt man die Gleichungen (41.) respective mit F'a.F'® und F,u.F,ß, 
und zieht die Produete von einander ab, so erhält man die Gleichung 








V (fr) ı Y gr _ ir v(fa;) ı* 

Fa u.FByEı- an) P-n)Farnd nr Fua.Fsß; (a-7)( Bro) IIN.a0 . 
_ FB.ge% | Fa. _ Fsß.pod® _ Ean.(pB): 
oe 73 Fo 2: Tee, 





”) Multiplicirtt man diese Lösung mit 7 und setzt dann ?= ®x, so ergiebt sich 


s 


daraus die des 3ten Theorems. 
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deren rechte Seite, der Gleichungen (42.) halber, in folgende übergeht: 


— FB.fa | Fa.fß _Fsß.fa | Foo. fP 


Fa FRI IE 
wodurch es klar wird, dafs der Ausdruck 
V(f.ı) > FpA.fe Fa«.fß 
(«—Pß) Fu. FR (=: )— - — 
P, (a — a) Ban) Fırn Fa 7; ß 
einem analogen Ausdrucke für die Argumente ©’, ©, .... 2° gleich, also 


constant wird; q. e. i. 


Man leitet aber aus der Gleichung (40.) auch sogleich einen beson- 
dern Fall des Abelschen Theorems ab, wenn man die Constante durch die 
Anfangswerthe ausdrückt und dazu annimmt, dafs ß einer Wurzel der 
(sleichung fe=0 gleich sei, während & =Pß+e gesetzt und dann der 
Werth der Constanten für & = 0 Heath wird. Es geht dadurch die 
Gleichung, welche 








R . .n V(f.«x}) 2 ME} s.fe__ F,a.ff 
— (un yp TFT AT ER hr 
= («4 2) vu.Fuß(&1.- (@ a) (d— a 7y 'F „ ) le & "F ß 
. " Fu. FR . we 
war, in den Ausdruck = u 7; —— über, und es wird aus (40.) fol- 
sende andere Gleichung leicht abgeleitet: 
y2} I) Vv(fanın nie ah f‘£ ’ 
BP er 5 Far Fa. Fuo. 


Dieselbe zeigt, dals die Gröfsen 


U Loy nee Du, 
pe 0 
Bi Aut er en a, 


die Wurzeln einer Gleichung sind, deren Form 


43. Ga—P’v+aa+.... ta.) — fa = ( 


in der Gleichung des Adelschen Theorems enthalten ist. 


Nimmt man, ähnlich den Gröfsen y und 3, noch eine dritte an: 


4. we v[Y-2)Y—-2) Val =vV (Ey. 
wo y eine beliebige Zahl ist, so hat man die Formel 


45 c0@ BE W N Vf) . 
we 2 Iw—an)F a 


und die drei Differentialgleichungen 


M 
15 * 
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/ 0 ty -_ An zn 
\\ ot? +2, . rw 0, 
46 2 


0° 2 1,,. 
, | >arı+ 18 _ 0, 


923 p) 

3 ar 
y, rw, u In —iu2 
ot? Tao 2 . 


Eliminirt man aus (1.) und (3.) und (2.) und (3.) die Gröfse A,,, so er- 
hält man die Gleichungen 


2 2 
a7. . IL IR) — 2 +38 — 0, 


ot: “ ot: 2 w? 
0°?2 0? W zf nr 
u > ( m u 0 _ ) wer >17 BER . 
“ ar ot? 2w3 +5 ? 


Setzt man der Kürze wegen 


rer tirm) hir 


( 


so erhält man ‚folgende Gleichung: 

OF \.344 „00 0?y ‚o?w woy—yüw a 
RR TEEN Er vn 
n (woy— vöy—yoo)ofa 

t y’ot 
Substituirt man hierin den aus der Gleichung (47.) folgenden Werth von 


„(wo e. — v0 12 m 


2" so erhält man die Gleichung 








“r ot: 
or __ : woy—yow en rau vfr of 
le rl) fetr ee 
F tr _efte ’f Y nei of 
2ER FREENET, 


welche die einfache Relation | 
ER + vn ot 
Y wu? 


hervorruft. Setzt man nun ebenso 
’ n WI3— 20 z ww? „ 
Zı = (2 ot rn Zyyp)— alß 
so erhält man auf dieselbe Weise 
0Z "u V( KIzDEE 


Z =. 9% 








und daher die Gleichung 
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deren Integration die Differentialgleichung erster Ordnung 





„ w0z—20w , 2% „\\ wo: 
(2 Er Bat 


Y — wödy—yda,r N m 
(2 Zn ri ur > vn) PER f« 
liefert. Andrerseits hat man aus (38.) und (45.) die Formeln 


y) has) dm ki ”) — Y(Fa F'Yy)2; v (fe) 


— (lonst. 























ot (e— ı)(Y— .ırı) l".r,, ı 
„[Pe9z—z0w\ __ " n V(fan)(B—y7) 
2 (I) = YWBFW EIG 


und deren Substitution in der Formel (49.) giebt folgendes 


Theorem 5. 
„Wenn &, ß, ‘y drei beliebige Zahlen sind, so ist die algebraische 
„Gleichung 





r (P—y)V (fm) Vfrnv , 

ni . zu 7 Geuann —— 

50 (5 | ei G- ch) (Y— CH) 7) Fy f? 
KR er er, We eh) vv 

Fa 2, (Cu („— a) ee —— f« 


— ÜJonst. 








„eine Integralgleichung des Systems (1.), oder ihre Seite links eine Lö- 
„sung der Gleichung (2.).” 
Drückt man die Constante durch die Anfangswerthe 
a=Y% 2, Di) 00. I, 
aus, und nimmt noch dazu an, dafs die Wurzelzeichen y(fx,) und Y(/Y) 
beide zugleich positiv oder beide negativ seien nnd die oberen Zeichen 
gelten, so wird die Constante folgende Form annehmen: 
(B— a) (P—ı?) +... (d—rR) 
(e— 1°) (e—.1?) .... (a— a9)" 
Substituirt man diesen Werth in der Gleichung (50.), so lehrt dieselbe, 
dafs das Verhältnifs 
a h f a0, 
0 8 (Et) —Le 
(e— ıx1,)(e—X,) »... (Ee— an) (a— a) (a — 22) »... (dan) 





Const. | 














von der Gröfse « unabhängig ist und, da der erste Theil des Zählers ein 
vollständiges Quadrat einer gauzen Function vom nten Grade in Bezug 
auf u bildet, dals die Gröfsen 


7%; Tr, T;, ..... Tu» 


0 0 0 
TI.) 7,5 T,; .... Un» 
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von denen die n ersten dem System Differentialgleichungen genügen und 
die » letzten ihre Anfangswerthe sind,, die 232 Wurzeln einer Gleichung 





von der Form 
+40 +... ta” —fa = 0 
werden. Dieses ist aber der Hauptfall des Adelschen Theorems. Man 
kann auch durch passende Bestimmung der Constanten für das andere 
Zeichen in der K'ormel (50.) das Aßelsehe Theorem herleiten; dann be- 
deutet jedoch y nicht mehr einen Anfangswerth von x,. 
ich will diese Abhandlung mit der Bemerkung schliefsen, dafs man 
aus der Integralgleichung (50.), indem &, ß und y beliebig sind, unzählige 
andere ableiten kann. Ich will einige davon anführen. Setzt man «=». 


so erkält man die Inesrpigleiphnng 








ralsr(_ denYEm 4 + Year [PB 
| IN TAT: '— 24) ) Fan 7 RE; A — (onst. 
D &: Vila) x PRATEOTE 4, 
y—ıan) Fa x ee 


welche. wenn ß und yW Has der Gleichung fx = 0 sind, in die in $.4. 
angeführte Gleichung übergeht. | 
Differentiirt man (50.) nach B und setzt = yy' so erlält man die 
Integralgleichung 
Fa|z"( (yV fen) Ja mr f« 


, . r (Er, N} ( —.KCh F' Ih F “ 
FE? - en)gonm)Fa _ _ F Eelrgust.) 


Bei or u V (far 
Ef FH YFRV DR) — ) 











und setzt man hierin wieder fy= 0, so erhält man folgende Gleichung: 
(«— 7) V(f.r) u fe.Fy 


ice 
ra.Fy(2 eE FIER z Vom, 
Fo I\“ı(&e—.r1) Y—.ı.)Fan Const., 


welche in der Gleichung (49.) enthalten ist und für fa = V auf die Lösung 
s Theorems 1. führt. 
Königsberg, den 18ten Nov. 1842. 
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T. 
De eurvis aequidistantibus sphaerieis disquisitiones 
generales. 
( Auct. Dr. ©. Gudermann, prof. math. ord. Monast. Guestph. ) 





1. 
t M = (x2,y) punctum curvae sphaericae s, cuius aequatio sit quae- 
eunque D(z,y)=Ö adhibitis iisdem lineis coordinatis sphaerieis arc tang (x, 
et are tang(y), quibus plerumque usi sumus in libro, eui titulus: „Grund- 





rils der analytischen Sphärik,” et cuius singulos paragraphos saepius alie- 
gabimus signum $. paragraphi numero praelfigentes. 

Per punctum M ducatur circulus maximus sive linea sphaerico- recta 
curvae primitivae normalis, qua in linea punctum N = (a, b) deterininemus 
tale, ut distantia MN = BR sit data constans. Puncti huius N locus erit 
curva sphaerica 7 aequidistans a primitiva s. 

Quia punctum N in linea normali positum est, valet aequatio e $. 26 
sive $. 22 nola haec 

afez Hy’ or—xryoy]+b[eytröy—yeda]l=xcXr+yev, sive 
adöx+böy _ xdr-ror 
1+ar+by — i+x?+r: ’ 


. oYy . io: 
quae, Sı P=;. ponitur, abit in 


all+y’—pxy]+ölp+tpe—ey] = x+py sive 
BP 


1+ax+by — i1+r2? +7?" 
Eadem aequatio et ita disponi potest: 


N _ 14.0 +r?—r(lcH+py) 


sy—px?—p 








. Pr bi 2\ d nt: x a 

y(z+py)  -rita’+r ‚( f 

quare, quia ay—br = yla—z)—x(b—y) est, el invenies 
ta a)etpy) 


day — b L == xy u » 2®—p 








b—y= 





Distantiam MN = R esse exprimunt formulae nolissimae 
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Re VORNEn 1+ar-+by 

cosR — Via: +b?). vVAi+z2?+7°) 

in = Year ro ee 
| —  Vü+e+b2).Vil+a?+y) 


or — vI(r — a)? +(eay—br) ab du 
taug R = u ne sn 


uarum ultimam adhibeamus ad inveniendos valores quantitatum «a et db in- 
cognitarum. Brevilatis causa iisdem utimur signis, quibus in $.26, scilieet 


v= y(l+-z°-+y°), et 
ve@ar+(ydr—zoy)?+0y?) vi+pP+r—p2)); sit insuper 


Kan Ep 

















1 


e = tangR. 
Kst primo 
I+ar + Ivy = 1+2(a—2) Hy (by) Fe +y’=w’+r(a—2) +y(b—y); 


quare invenis 





( \(y—p: 
I+axc+by u w.(1 + ee), 








ei 
vla@e—a)’+(ay—be?+(y—b)] 
__ tla—r) Veen —pa?— pr +itr—pry)?+lrtrrn)?] _ +—r).v.w 
ne A av —pa:—p 
quapropter 
® 
= (a— r) 
te = 





ay— pa? —p+(y—p2) (a—.x) 
Si quantitati € . praelixum eligis inferius, hinc derivabis formulas 
wc 








BETH ae ee) 
i—ıiı = — —— N a b—y = R 
a (y—P%) 14 (v— pr) 
quare 
ir +" p RR S 
u= Kar b= ———— — et 
En (y—p2) ER 
cw 
(e+pn) 





ay—bı == zu 
Ye —- pe) 
Formulis his satis simplicibus determinatur situs puncli N = (a, b) in curva 


aequidistante 7, cujus aequidistantia a curva data set = + 
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Si vero in iisdem formulis —R loco +R, vel quod idem —e loco 
+c ponitur, aliud determinatur punctum N, = (a,b,), quod est in curva 
aequidistante o, altera collocatum, cujus quidem aequidistantia a curva pri- 
mitiva est = —R. Quare nune valent formulae 

Pie. » 
4 N LE = — 


ew 
1—--(y—Pp&) 1- (yore) 


UV l 


cu 
y+ : 


E formulis inventis patet, a et d esse functiones variabilium z et x aequa- 
tione ®(x,y) = 0 conjunctarum, quare has eliminando invenies aequalionem 
inter variabiles « et db ipsas, quae erit ea curvae aequidistantis o. Pari 
modo invenitur curvae 7, aequatio, quae cum priore congruit, dummodo per- 
mutentur a, et a,b, etd, +c ei —c. 

Nota. Si usum abscissarum et applicatarum praeferis, sit puneti M 





abscissa = X et applicata = y, puncti vero N abscissa = «a et applicata 
—=y. Invenies formulas 
° o ° n CE 
sind = cosRsinv — sinR.cos’v. — 
p P os 
oy 


cosdb.sin(a—x) = sin R. ee; 





cosR = siuy sind +cosy cosb cos(a—&). 
ob 


060’ 





cosy.sin(a—x) = sinR. 


osind __ oOsiny 


vor Te 


osinb osiny 
EWR. ai —— ,„sir est curvae s radius eurvalurae eic.. 
sin(r— R) sınr 


quibus relationes inter a, d, ©, y exprimuntur. 








2. 
Ad inveniendas curvarum o et 7, proprietates eruendae sunt diffe- 
a a 
u iuie . ca ob ee 
rentialium rationes binae 5, el 5, quas obtinebis differentiando formulas, 


quibus @ et 5 in articulo praeced. expressae sunt. At alia eodem perve- 
niendi via patet, quae magis placet. Differentiemus eas aequationes ipsas, 
e quibus valores quantitatum a et db eruti sunt, sive erui possunt, scilicet 


1+ar+by 


et 





ers Are VA+a+b2).Vv(1+2?+7r:) 
al+y—pzy)töp+tpe—aıy)=xcH+py 
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et quidem ita differentiemus, ut quantitates &, y, p, a, b simul sint variabiles, 
et sola R sit constans. Hoc modo e prima invenitur 
roatyob ada-+tbab 5 adxr+boy  awdactyöy nr 
I+ar+by 1+-u?-+-b? 1-actby 1+.:+Y: en ’ 


jua ob aequationem alteram redueitur ad simplicem 


xda+yob __ adarböb 
Itact+by 1-+a?+b2? 
ideoque edocet lineam normalem curvae 7 per ipsius punctum N = (a, b) 


ductam etiam per punetum M= (a,y) transire; idem valet de normali cur- 
vae co, per ipsins punctum N, = (a, b,) ducta; quare eadem linea N MN 
sphaerico-reeta {ribus curvis 7,, a et s est normalis communis; ideoque in 
senere fribus curvis aequidistantibus eaedem sunt lineae norınales. 
Si aegtationem modo inventam conjungimus cum aequatione 
ö _ Yle—a’+lar— br)? ir mid, 
1+-ur -+by 


eodem modo, quo in articulo (1.), eruuntur formulae inversae 





ep’ w’ ew 
rar —, b a 
vr = — Mi AN, . ya — 
eu ; ew‘ 
1 0 pa) ne 


" 


si brevilalis causa nuncupamus signa 


‚0 
PRTZEI 
vw = y(l+«@+b) 


v(i+p"+b—pua)) = nn zen en, 
Kaedem valent formulae, si in ipsis permutamus simul a, et db, et db, —e 
et +c. Si valores quantitatum x et y modo erutos substituis in aequalione 
data D(w,y) = 0 curvae s, oritur aequaltio differentialis curvae aequi- 





distantıs o, et pariler ea curvae G,. 

QOuia eadem linea normalis tribus curvis 7,, 7 et s communis simul 
est eurvae evolutae linea fangens, patet, frıbus curvis 7,, 0 el s esse .eun- 
dem curvam evolutam sphaericam. 

Centrum sphaericum lineae normalis esi punctum eurvae, quam dico 
curvam normalem, ei quae curvae evolutae est curva reciproca; quare 
eadem curva normalis simul pertinet ad tres curvas aequidıstanles 7,, 
sel Ss. 
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Si centrum modo diclum vel punctum curvae normalis = (m, rn) yo- 
nimus. est 











Bee ortr0x—ıyoy a Satb’öa—uhbeh 
zoxc+yoy aca+tbhob 

Bu Oytx?dy—yror _ Abraob—bada 
xcor +yoy ada+böh ’ 


juare aequationes differentiales binas inter quatuor variabiles x 
Sa+b?da—abdb _ © a >. 2—ıydy 


ya, 














adca+beb octyöy 
ob+u?ab—bada __ ur, xcr 
ada+tbob - zör+yOr 


m quibus y est functio quantitatis x qualiscunque,, simul resolvimus et ın- 
tegramus complete, ponendo 


cpw cu 
a+ 2% I 


: u" 
ße eWw - ei b Er : cw | 4 
Be -— Ip) er: 2 (vr) 
qubus in formulis e est quantitas constans arbitraria ab ETETEN originem 
ducens. Si c= 0 ponitur, prodeunt aequationes integrales a = x et ? = 





parliculares. Quam rem notatu digniorem hac occasione geometrice inven- 
tam silentio praeterire vix potui. 


3. 


rda+tyob 
I+ar hy 


Aequationem in artic. praeced. inventam differentialem ' 


__ ada+böb 
— 1+a: +5: 


[y—b+atay—be)] + Z-Te—at+bibr—ay)} = 0; 
quare eliminando quantitatis a et 5b eruis 


a [ey — px’—p) (1+ = = )\e+ry] 
+5 g ° la+r—rey)(ı+ zen BE; P%)(e+py)] = 


quae di reducitur ad satis simplicem 


hoc modo disponimus: 


cw 

















Q3 
= 
IS 
Qb 
=) 


Ox 
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Si pariter nunec differentiamus et aequalionem alteram 
al+y’—paey)+b(ptpz—zy)=x+py, ponend = ze 
orktur 


O4, ob 
sry —pey)+ 3, p+PpxX&—ay) = 


nqua et \=1l+p +gy—alpy—pz—gey)—b(pz—y-+y+y®). 
ei substitutis quantitatum @ et 5 valoribus reducitur ad 








u? (iteg.‘ 1: =) 
Ru cw, 
(+ y—pa) 
Er 
Simul patet esse A\=0, si st e= ——, quae conditio ob formulam 
y 3 
taugr = ee $. 26 invenlam, qua curvae s radius curvalurae ad ipsius 


— 


punetum M pertinens determinatur, ad simplicem reducitur hanc: 
\=0, ss R=r. 


Aequationes binae praecedentes praebent formulas 


ER +") Bi (1+°2°) (1 u) 























en, Bi tangr 
2, . 
= (i 14 -r2)) (Hey p0)' 
a _ ER F) "RTE 
x (i+% H-r2)) (+ -p2)) 


e quibus adhuc componimus hanc: 


la RE )IG + %e- ser) _ („— se) Hl 


Or (1+‘ LER »)' 


yuae vero salis reducla abit in 


aab—bda _ Pet U + 2 Per+,,)( wo 


a ie —— 


ö. (+0) 3 (rer) 
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Dum ad comparationem {rium arcuum 7, o, et s procedimus, adhibeamus 


’ : v.oxX ’.oa 
formulam in $. 26 propositam ds = — —— et similem do = —... 


ww? w'? 
Formula w’ = 1-+a+ Pd a] +6 ar ri +6 ui. 
(1 4 ._ (y—p 2) 





reducitur ad 
2 w?(1-+c?) 


ew 2? 
2 (au az —» x)) 
et formulam 


el SER Y HEHE EN Hpr-r+ ti] 


+vVca= Gr en) RR 











reduces ad 
ax. (18), V(1+c?) 
voa= + ‚57 u 


F (+ y—p2) 





quare dividendo oblines 


oo = + ös.cosR.(1—ne,.); et pariter 
o0,= +20s.cosR. (+): 


quas formulas et sic disponi posse patet: 
sin don g 


z sin? 





+ sin(R-+r) m 


Pr sin? 


oc = ei Ic, = 


Easdem formulas simplices breviore modo derivemus et simul ambi- 
guitalem relevemus. Sint in Fig. 1. Tab. I. AM=s, CN=c et EN =o, 
partes trium curvaram aequidistautium AB, CD et EF ita terminatarum, ut 
tum EAC tum FBD sit linea sphaerico-recta normalis. Linea normalis 
N, MN situ variabilis a normali immediate consecutiva secetur in O0, quacum 
faciat angulum = dß determinandum formula in $. 33 inventa. Erit O cen- 
trum sphaericum commune tribus eirculis, qui curvas {res o, 0, et s oscu- 
lantur in N, N, et M, lineae ON, ON, et OM erunt radii osculorum ipsi. 
Idem O est punctum curvae evolutae tribus curvis aequidistantibus commu- 
nis. Sit curva AB concava versus CD; ideoque convexa versus EF, vel 
quod idem est, sit radius curvaturae OM—=r quantitate 477 minor. Linea 
normalis N, MN cum normali consecutiva intercipit curvarum portiunculas 
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sive elementa 6s, dc et ö7,, quae pro circulorum arcubus sunt habenda 
et inter crura auguli dß radiis OM, ON ei ON, descripta; quare est 

os = 0P.smnOM, 6öc = oß.snON, dc, = OPß.sinON,, 
quibus e formulis in $. 33 alio modo demonstratis eliminando OP oriuntur 


aequationes 
n snON a. u 


TER snOM u Sl Ö 3. sin OM Pi 
in quibus ds, dc et ©, simul positiva sunt, ut arcus s, 7 et 7, non solum 
simul evanescant, sed et simul crescanl. 
Si punetum N inter puncta M ei O in Fig. 1., vel quod idem, inter 
curvam datam s et curvam evolutam collocatum est, ob MN= MN —=R 
et O9M=r est ON =r—Ret ON, =r-+R, quare {une est 


R sin(r—R su(r+-R) . 
o0 = le ‚os et 09 0, = - - >. .08. 
sinr sın ? 








Si vero punctum N in Fig. 2. non inter M et © continetur, pro- 
longemus Jineam normalem MO, ut MOM = }r sit. Punctum M‘ locum 
habet in curva s‘, quae cum $ reeiprocitalis lege coniuncta est; quare 
punetum 7° dieimus ipsius puncti M reciprocum. Punctum igitur N nuuc 
continetur inter curvam reciprocam ei ipsius curvam evoluiam, et esi 
N —=R—r, ON =R-+r; quare nunc valent formulae 
sin(K+r 


Ds R- n ? r 
uud. E n) .os et 06, > — euer u ) . Os. 
sın 7° sın 7? 





oc = 
Quodsi igitur arcus s, 7, 7, Simul evanescunt et simul crescunt, est 


sin(R-tr) - . a sn(r—R 
ra ‚ds, at in formula oc = + 
sın 7? sın ? 


signum superius +, Si arcus 7 versus curvam s Concavam Convexus, et 
signuum inferius —, Si 7 versus curvam s Concavam ipsa concava est. Si 


.ds sumendum est 





Ü ı — 


et arcum s’ cum s reeiprocitatis lege coniunctam ita terminamus, ut s’ et s 
simul evanescant, et simul crescant, pariter est 
os’ —= 6ß.sinOM' = Hß.cosr, et qua ds oOß.sinr, 
eliminatione anguli Oß oritur formula 
os = tangr.os’, 

quae congruit cum inventa in $. 33, dummodo memineris angulum contlingen- 
tiae ©u aequalem esse ds (pariter OB est angulus contingentiae in curva 
evoluta, ideoque aequalis est differentiali arcus curvae normalis). Adiumento 


os i 3 
formulae modo inventae ds’ = ang, *equaliones praecedentes abeunt in 
o 
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67 = +(cesR.os—sinR.os) et do, = cosR.ds-+sinR.ös‘, 

ideoque integratione obtines relationes satis memorabiles 

or = cosR.s+sinR.s’, oe = +(csR.s—sinR.s’), 
in quarum ultima signum praefixum valet superius +, sicurva a est inter s et 
curvam evolutam, et siguum valet inferius —, i. e. arcuse=sin.s’— cosft.s 
sumendus est, si arcus 7 inter s’ et curvam evolutam continetur. 

Si aequidistantia R est perexigua, valent formulae 

eo = cosR.s—suR.s e o= cosR.s-+sinR.s’, 

et si R=0 ponimus, invenitur F=0,—=s, quod iustum, quia {res eurvae 
nune coneidunt. 

Si vero aequidistantiae complementum Zr—R est perexiguum, va- 
lent formulae « = sinR.s—cosR.s et os, = sinR.s’+eosR.s, et si 

— 4 sumitur, formulae praebent = 0,= s‘, quod etiam iustum, quia 

nune coneidit a cum s’, et a, concidit cum arcu, qui arcui s’ oppositus est 
e diametro. Si valores variabilium # et co, ita determinas, ut str = UND, 
os =KEN;,F, etiam variabiles s et s’ sie statuendi sunt arcus, ut sit s= AMB, 
et s' = A’M'B’, dummodo A’ et A sunt puncta reeiproca, nee non B’ et B. 

Sit reciprocitatis lege conjuncta curva sive arcus UND’ = 7’ cum 
UND=o, et pariter EN’ F'=o,/ cum EN, F—=0o, erunt et v/, 7,/, s 
et s’ curvae aequidistantes, et pari modo invenies formulas 

eo’ cosR.s’+sinR.s, 
0 +(cosR.s®'’— sin R.s), 

quae conjunetae cum duabus prioribus edocent, wequidistantes sex arcus 
s,s,0, 0, 0,, 0, esse tales, ut e binis tpsorum computar? queant quatuor 


\ 


religw. 
9. 

Proponimus nunc problema de quadratura arearum, quae (erminantur 
tum curvis 9, 9,, $, tum binis lineis normalibus extremis KAC et FBD, 
quo in resolvendo adhibeamus theorema illud generalissimum de figurarum 
quadratura, quarum latera partes sunt curvarum quarumeunque sphaericarum; 
quod theorema primus ni fallor inveni, et in bujus diarii Vol. XII. pag. 85 


cum geomelris communicavi. 

Si aequidistantia R est satis exigua, arcus AB in Fig. 1. versus 
quadrigoni ACDB aream concavus et ÜD convexus est, quare area hujus 
quadrigoni est = A+B-+ (7 —C) + {7 —D)— ?r—s’+r, quae formula, 


quia angullus A=B=C=D= !}r est, redueitur ad simplicem 














1238 7. Gudermann, de curvis aequidistant. sphaer. disquisitiones generales. 


ABDEC = 0'—s‘, et pariter quadrigoni KABF area est =s’—.co,‘. 
Quia vero nune = cosR.s’+sinR.s et 7,’ =cosR.s'— sinR.s est. 
substituendo naneiscimur formulas 

area ACODB = sin R.s— (1—cosR).s‘, 
area AEFB = sin R.s+(1—cosR).s‘, 
juare area ÜEFD addendo invenitur = 2s.sinR et differentia 
AEFB—ABDEC = 25‘ (l—cosR). 

Si vero in Fig. 2. aequidistantiae R complementum 47 —R est salis 
exiguum, curvaturae radius ON, est >47, quare EF = or, convexus est 
versus aream quadrigoni AEFB, quemadmodum arcus AB=s ipse. Area 
quadrigoni AEFB igitur est = s’+0,’' secundum theorema generalissimum, 
et quia nune est a,’ =sind.s— cosR.s‘, invenis 

aream quadrigoni AEFB = sinR.s + (l—cosR).s’, 
quae formula congruit cum ea, quam supra invenimus. At quadrigonum 
ACDB uunec est spurium, quia ipsius latera opposita AC et BD se inser- 
cant in puncto %, quod tum inter puncta A et C, tum inter puncta B et D 
continetur. Sub quadrigoni area nunc intelligenda est differentia triangulorum 
scilicet CuD— AuB. Quia vero angullus A=B=C=D=1!r, est 
triangulum CuD = u— ec‘, et triangulum AuB = u— s‘, ideoque quadrigo- 
num spurium ACDB = s’— rc’, quae formula, quia @’ = cosR.s‘’+sinR.s 
est, abit in ACDB = (1— cosR)s’— sin R.s; quare in genere est 

area quadrigoni ACDB = + (sin R.s — (1—cosR).s‘). 

Coronidis loco perpauca addamus de curvis aequidistantibus planis s, 7 

et ,. nam curvae 5’, a’ et 7,‘ nunc defieiunt. Facillime nunc invenies formulas 
oo =s+R.f. e o= +t(s—R.ß), 
in quibus ß est arcus eircularis anguli, quem faciunt lineae binae normales 
exiremae, et signum inferius — sumendum est, si arcus 7 non in eodem 
angulo 3 continetur, qui arcus s et c, intercipit eruribus suis, sed in angulo 
verticali. Areas invenies 
quadrigonum AEFB R.s+4iR.£, 
quadrigonumn ACDB + (R.s— ıR’.ß). 


Kormulae, quae vulgo in scriptis planimetricis derivantur, erroneae sunt, cum 


ambiguitatem signo + indicandam et ita relevandam, ut differentia sit posi- 
fiva. non coutineant. 
Scriptum Monasterii Guestph. d. 29 Decembris. 1840. 
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»uisstıa 


8. | 9b sulsis 


Ueber die Bestimmung des Inhaltes! und des Schwer- 
punetes einer ‚gewissen een, von et. die 


ar zu z 


( Von dem Herm Kabriken- Commissions - Ratlı Bri «2. zu Beılin.) 





Bereits: vor mehreren Jahren habe ich mich, mit,der Untersuchung des in 
der Ueberschrift genannten, Gegenstandes beschäftigt, und ich.bin dabei zu 
Resultaten gelangt, die sowohl wegen. ihrer,;grolsen Allgemeinheit als auch 
wegen des elementaren Ganges ihrer Herleitung Aufmerksamkeit zu ver- 
dienen scheinen. Melırere, von. diesen Resultaten sind schon in meinem 
Liehrbuche der, Statik fester Körper, welches .1831 bei_Dunker und Humblot 
hieselbst erschienen ist, enthalten; die. übrigen. habe .ich:im Laufe der Zeit 
nur meinen Zuhörern bei der, Allgemeinen. Bauschule, und, beim Königl. 
Gewerbe - Institut gelegentlich mitgetheilt;; ohne. sie jedoch auf andere Weise 
zu veröfentlichen. 

Durch die dahin einschlagenden Untersuchungen der Herren Koppe 
und Steiner im 18ten und 23sten Bande d. Journals gewann. dieser Gegen- 
stand. ein erneuertes Interesse für mich,.und.insofern ich voraussetzen darf. 
dafs er auch anderweitig Aufmerksamkeit ‚erregt ‚hat, nehme ich keinen An- 
stand, ‚meine Bearbeitung desselbeu hiemi- der Veflentlichkeit zu. übergeben. 


$. 1. Zn Ä 

Allgemeine Grundgeselze.. Es stelle ABC (Fig. 4) einen beliebigen 
Körper vor, und die Gerade, AX, sei: irgend. 'ein Durchmesser; desselben. 
Man denke sich diesen Körper. durch, beliebig viele parallele Ebenen BC, 
DE, FG eic. senkrecht auf AA; geschnitten, und. errichte auf, der geraden 
Linie LM, welche parallel und gleich wit AX angenommen wird,;in den jenen 
Durchschnitten entsprechenden Puncten, M, P, R etc. die Perpendikel MN, 
PO, RS eic. Trägt man nun auf diese Perpendikel nach. dem, zum Grunde 
gelegten Maafsstabe so, viele Läugen-Einheiten ab, ‚wie, die ‚entsprechen- 
den . Durchschnitts- Ebenen Flächen- Einheiten enthalten‘, und. betrachtet 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXV. Heft 2. 17 
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dieselben als Ordinaten einer durch sie bestimmten Curve LOSN, so gelten 
folgende Gesetze: 

1. Die Zahl, welche den Flächen-Inhalt der von der genannten Gurve 
begrenzten Figur LMN bestimmt, ist gleich der Zahl, durch welche 
der Cubik -Inhalt des Körpers ABC, ausgedrückt wird, beide Zahlen 
abstract genommen. 

Dasselbe gilt von je zwei zusammengehörigen Theilen der Fläche 
und des Körpers, wie z.B. POSR und DEFG, PONM und BEDE 
ws f 

2. Die Projection des Schwerpunctes der Fläche LMN auf deren Grund- 
linie ZM hat denselben Abstand vom Punete Z, wie die Projeetion 
des Schwerpunctes des Körpers ABC auf dessen Durchmesser AX 
vom Anfangspuncte A desselben. Ä 

Eben so ist auch der normale Abstand des Schwerptiictes Jer 
Fläche PONM (oder' POSR) von der Ordinate PQ gleich dem 
Schwerpunets- Abstande des correspondirenden Körperstücks DECB 
(oder DEGF) von der Ebene DE. 
Beide Gesetze lassen sich auf elementarem Wege sehr leicht be- 
weisen, was dem Deser füglich überlassen bleiben kann. | 


39% 


Die Curve ZN, welehe demnach sowohl für den Cubik - Inhalt des 
Körpers ABC und seiner einzelnen Theile, als auch für die Bestimmung 
seines Sehwerpunctes maalsgebend ist, soll in beiden Beziehungen die 
Scale dieses Körpers genannt werden. Ist man nun im Stande, diese Curve 
elementarisch zu quadriren, und ebenso den Schwerpunct der von ihr he- 
grenzten Fläche zu bestimmen, so ist damit auch der Cubik-Inhalt und 
der Schwerpunct des zugehörigen Körpers gefunden. 

Hier sollen nur diejenigen Körper untersucht werden, deren Scala 
von der Art ist, dafs jene Bestimmungen auf elementarem Wege geleistet 
werden können, und dahin gehören zunächst folgende Körper: das para- 
bolische Conord, entstanden durch Drehung’ der apollonischen Parabel um 
die Achse, welche dieseibe in zwei congruente Theile theilt; ferner das 
hyperbolische und elliptische Conoid, welches letztere auch die Kugel, als 
speciellen Fall; mit begreift; alle pyramidalischen und kegelförmigen Körper, 
so wie endlich die Gattung Polyeder, die von zwei parallelen Vielecken 
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als Eindflächen (Grundflächen ) und von Parallekrapezen ‚oder Dreiecken 
als Seitenflächen begrenzt werden, und die wan..der Kürze wegen unter 
der Benennung der Obelisken zusammen fassen. kann. 

Für alle diese Körper giebt es, wie im Nachstehenden gezeigt wer- 
den soll, eine einzige Regel zur Berechnung ihres cubischen Inhaltes, und 
eben so läfst sich die Lage ihres Schwerpunctes durch eine und dieselbe 
Formel bestimmen. 


$. 3. 

Das parabolische Conoid bietet den einfachsten Fall dar. Stell: 
nemlich AB (Fig. 1.) eine gewöhnliche Parabel vor, welche AX zur Achse 
und A zum Scheitel hat, und denkt man sich die Parabelfläche AXB um 
jene Achse gedreht, wodurch das Conoid BAC erzeugt wird, so beschreibt 
jede Ordinate = y einen Kreis, dessen Inhalt sich durch‘ 7y* ausdrückt. 
Nach der Gleichung der Parabel hat man aber Y=ar, wenn z die zu 
y gehörige Abscisse bezeichnet, und daher ist jene Kreisfläche zy’ = ax. 
Bezeichnet man diesen Inhalt mit ®, und betrachtet inan © als die zur 
Abseisse z gehörige Ordinate für die Scale des Körpers, so ist 

OD = ra.x 
die Gleichung der letzteren, welche daher in dem vorliegenden Falle eine 
gerade Linie ist, die durch den Coordinaten - Anfang geht. 

Es stelle LN’ (Fig. 1.) diese geradlinige Scale vor, dann ist der 
Inhalt des Dreiecks LMN’ der Repräsentant für den cubischen Inhalt X 
des Conoids BAC, und dieser Inhalt hat bekanntlich zum Ausdruck 

K= }.LM.MN'. 
Nun ist LM —= AX; MN’ = Kıreisfläche BC—='r.XB°;"also hat mau 
K = 4.AX.r.XB; 
d.h. der Inhalt des parabolischen Conoides BAC ist gleich der Hälfte 
eines Cylinders, der die Ordinate BX zum Radius und die Abscisse AX 
zur Höhe hat. eis 

Der Schwerpuncets- Abstand des Dreiecks LMN: von der Spitze 
L ist bekanntlich gleich 3 ZM‘, und demnach liegt der Schwerpunect des 
Conoides BAC auf 2 der Achse AX vom Scheitel: 4 jentfernt. 


$. 4 
Bezeichnet man die Längen der Ordinaten MN“, PO‘, weiche die 
Querschnitte BC, DE des Conoides repräsentiren, bezüglich: mit f und f‘, 
17 * 
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ihren Abstand PM mit'%, so'ist der Inhalt des Paralleltrapezes PO’N’M 

ı(f+f\).A, und dies ist zugleich der Ausdruck für den Cubik - Inhalt 
- zwischen den une Ebenen BC, DE enthaltenen Körpers BCED. 
Man hat daher 


' K= 4(f+f)h = Oh, 
wenn D die Länge der “in»der Mitte von PM errichteten Ordinate RS“ 
also auch den Inhalt von dem mittleren Querschnitt FG jenes Körpers dar- 
stell. Mit Rücksicht darauf, dafs D=4(f+f) ist, läfst sich der vorige 
Ausdruck ‚auch. folgeudermafßsen, schreiben: 


Kia 3729 + rEN), 


welche Beisieibe zwar für, die numerische Berechnung unbequemer, hier 
aber doch nöthig ist, um die allgemeine Regel zur Berechnung des körper- 
lichen Inhalts hervortreten zu lassen. 

Der Schwerpunets- Abstand des 'Trapezes PO’N’M von der Seite 
PO’ bestimmt: sich. nach bekannten Lehren der Statik durch die Formel 

a A 
£[hf‘ ’ 

und dieselbe Formel giebt daher auch den Schwerpuncts- Abstand des ab- 
gekürzten Conoides BCED von der Ebene DE. Es ist aber f+f'= 29, 
also auch + = 2P+ fund 3 /+ = FH AH HIHI HF. 
Mit Rücksicht hierauf kaun man die vorige Formel auch schreiben: 


9 
u 2er: 


f+4P+f’ 
welches die Eingangs erwähnte Formel ist, deren allgemeine Gültigkeit 
hier nachgewiesen werden soll. 
NV, 
S. 5. 

Wie nun das parabolische Conoid eine gerade Linie zur Seale hat, 
so ist für alle übrigen. der Eingangs erwähnten Körper die Scale eine ge- 
wöhnliche Parabel, welche Gurve bekanntlich mit zu denjenigen gehört, 
die sich auf elementarem Wege quadriren lasseu, und für welche auch die 
Lage des Schwerpunctes sehr leicht gefunden wird. Wir betrachten zu- 
nächst das hyperbolische und das elliptische Conoid; welche beide Körper 
hier zusammengefafst werden können, da die entsprechenden Gleichungen 
sich nur in einem Vorzeichen unterscheiden. , 
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Es stelle demnach 4B (Fig. 2.) einen Bogen der Hyperbel oder der 
Ellipse vor, A sei der Scheitel dieser Curve und AX die Achse derselben. 
Sind = und y die zusammengehörigen Coordinaten eines beliebigen Uurven- 
punctes, auf den Punct A als Anfangspuncet und AX als Abscissen- Achse 
bezogen, so ist die Gleichung 


x b* r 
7 u: Raxcıtz”), 


worin a und d die gewöhnliche Bedeutung haben. 


Denkt man sich nun das Conoid BAC durch Drehung der Fläche 
AXB um die Achse AX entstanden, so hat die Ordinate y bei dieser Be- 
wegung einen Kreis beschrieben, dessen Inhalt ® sich ausdrückt durch 


2 br, n? 
P=rar' =. Qurte). 
Dies ist also die Gleichung für die Scale des fraglichen Conoides, sofern 
man ® als die zur Abscisse x gehörige Ordinate derselben betrachtet. 
Die genannte Curve geht zweimal durch ihre Abscissen- Achse, und 
man findet diese Durchgangspuncte für die Bedingung ® = 0; wofür man 


erhält: 
r=0 wd 2 = +?%. 

Der erste Durchgangspunet findet demnach im Anfangspuncte der Coortli- 
naten statt, der zweite hingegen ist um die Gröfse 2« von diesem Puncte 
entfernt, und zwar für die Scale des Hyperboloids auf der negativen, für 
die des Ellipsoids auf der positiven Seite der Abscissen- Achse. Beide 
Fälle sind in den Figuren 3. und 4. getrennt dargestellt, wo Z der Co- 
ordinaten- Anfang, LM die positive Seite der Abscissen-Achse und LL/ 
— 2a ist, so dafs also L‘ den zweiten Durchgangspunct darstellt. 

Man halbire den Abstand ZL’ in Z, so dafs ZI= LI = a, und 
ziehe durch Z senkrecht auf ZL’ die Gerade VW (oder VI), so findet man 
die zur Abseisse LI gehörige Ordinate'JV, wenn man iu der obigen Glei- 
chung z = Fa setzt, nemlich 

IV = Frb.. 
Der Punct V liegt daher für die Scale des Hyperboloids ( Fig. 3.) unter- 
halb, für die des Ellipsoids (Fig. 4.) aber oberhalb der Abseissen- Achse 
LM. Nimmt man ihn zum Anfangspunct der Coordinaten, die Gerade VIV 
(oder VI) zur Abscissen-Achse, und bezeichnet die Coordinaten VW, 
WS des beliebigen Curvenpunctes S bezüglich mit 2 und u, so ist 
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= VI =tzeb., 
z = +(w—LI) = +(w—a), 
und wenn dies in die obige Gleichung der Scale gesetzt wird, entsteht 


wi 
ab? 
welches die Gleichung der gewöhnlichen Parabel ist, deren Scheitel sich 
in V befindet, und deren Achse die Gerade VW ist. 

Die Augel geht aus dem. elliptischen Sphäroid hervor, wenn mau 
die beiden Achsen der erzeugenden Ellipse einander gleich setzt. Für 
«a=b verwandelt sich aber die vorige Gleichung in folgende: 


2 1 
u” er ,T, 
st E44 


= es 


und die Parabel zeigt sich daher auch für die Kugel noch als Scale des 
Inhalts. 


$. 6. 


Um nun von der körperlichen Zone BCED (Fig. 2.) des hyper- 
holischen und elliptischen Conoides zuvörderst der Inhalt K zu bestimmen, 
bezeichne man die Flächen-Inhalte der parallelen Durchschnitte BC, DE, 
welche die Grundflächen jener Zonen darstellen, beziehlich mit f und f. 
ihren Abstand von einander oder die Höhe der Zone mit A, und denke 
sich in der Mitte dieser Höhe den Durchschnitt #@ genommen, dessen In- 
halt = ® sein mag. In den Figuren 3. und 4. haben die Ordinaten MN, 
PO und RS dieselben Zahlenwerthe, wie die so eben genannten Durch- 
schnitts- Ebenen, und auch denselben Abstand von einander; die Flächen 
POMN stellen daher den Inhalt jener Zone dar. 

Man ziehe die Sehne ON, welche die Linie RS oder deren Ver- 
längerung in 7’ schneidet, und bezeichne die Länge von ST mit n, so 
ergiebt sich der Inhalt des Segmentes ONS nach bekannten Lehren: der 
Geometrie = $nAh. Kbenso ist der‘ Inhalt des Paralleltrapezes PONM 
— ı(f+f')h, und daher ergiebt sich der Inhalt der von der Scale: be- 
grenzten Fläche PONM gleich 

KIHTDhFInh = hl f+f) Fun). 
wo das obere Zeichen für dası Hyperboloid, das untere aber für das El- 
lipsoid gilt. Nun ist aber 
RT= RS+ST=D+n 


und zugleich 
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RT = }{PO+MN) = I+t; 


folglich 

POtn=ı(f+f), ud #n = 4f+f)—P. 
Substituirt man dies in die obige Formel, und bezeichnet den gesuchten 
Inhalt mit ÄK, so entsteht 


. K= 14209410), 
welche Formel den Cubik - Inhalt der körperlichen Zone BÜDE ausdrückt. 
Den Schwerpuncts- Abstand dieses Körpers von der Ebene DE fin- 
det man ferner, wenn man das statische Moment der Fläche PONM in 
Bezug auf PO durch den Inhalt dieser Fläche dividirt. Nach bekannten 
Lehren der Statik ist aber das Moment des Paralleltrapezes PONM gleich 


> / 
Haf+f).rh. SEHE = 12a ft N, 
und ebenso das Moment des Segments ONS, dessen Schwerpunct in ST 
liegt, gleich 





znh.ih = Ind; 
folglich ist das Moment der Fläche PONM gleich 
IRQ) FInE = 4RQf+L FERN). 
Setzt man hierin statt n den vorhin gefundenen Werth, so verwandelt sich 
dieser Ausdruck in folgenden: 
ROH), 

und wenn man den letzteren durch den Inhalt X dividirt, ergiebt sich für 
den gesuchten Schwerpunets- Abstaud 3 des Körpers BCED von der Ebene 


DE die Kormel 
2, 
f’+4P+f 





2. zz mh. 


$. 7. 


In Fig. 3. stellt, wie so eben dargethan ist, die Curve ZN die Scale 
des hyperbolischeu Conoides BAC dar, und der Durchgangspunct Z dieser 
Curve durch die Abscissen- Achse entspricht dem Scheitelpunete A des 
genannten Körpers. Auf gleiche Weise ist Z’N’ die Scale des Conoides, 
welches durch die entgegengesetzte Hyperbel bei der Drehung um die über 
A hinaus verlängerte Achse AX erzeugt wird. Das Curvenstück LVL', 
welches unterhalb der Abscissen- Achse liegt, stellt aber, wie leicht er- 
hellet, die Scale des Sphäroides vor, welches die, beide Hyperbeln ver- 
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bindende Ellipse zur erzeugenden Fläche hat, und das Segment ZL’V 
repräsentirt demnach den eubischen Inbalt dieses Sphäroides. Dieser letz- 
tere Körper ist negativ zu nehmen, während die beiden zuerst erwähnten 
Körper, die zusammen genommen das sogenannte zweiastige Hyperboloid 
(hyperboloide a deux nappes) bilden, sich als positiv darstellen. 

Ferner ist in Fig. 4. die Curve LVL‘ die Scale des elliptischen 
Sphäroides, und der Inhalt der Fläche ZVL’ ist der Ausdruck für den 
eubischen Inhalt des gauzen Sphäroides. Jener Flächen -Inhalt ist aber 
gleich 3 VI. LL‘, und da nach dem Vorhergehenden VI=rb’, LL'= ?2u 
ist. so ergiebt sich der Cubik-Inhalt des fraglichen Sphäroides = $ab’z. 


$. 8. 


In 8.5. wurde eine.Drehung der Hyperbel und der Ellipse um die 
srofse oder Haupt- Achse 24 angenommen. Allein die daraus hervorge- 
gangenen Resultate bleiben dieselben, wenn man die genannten Flächen 
sich um ihre kleine oder Zwerg-Achse 25 drehen läfst, wobei die eine 
Kläche das sogenannte eönastige Hyperboilod.(hyperboloide a une nappe), 
die andere aber ein adgeplattetes Sphäroid beschreibt. In der Gleichung 
der Scale dieser letzteren Körper, die noch immer eine gewöhnliche Para- 
bel bleibt. ändert sich weiter nichts, als dafs darin 5 an die Stelle von «a, 
und umgekehrt « an die Stelle von 5 tritt. Diese Gleichung ist nemlich 
‚,_»b 
urT na? 
wie sich durch eine kleine Ueberlegung sofort ergiebt. 

Aufserdem findet man bald, dafs die Scale des Hyperboloides jetzt 
keinen Punct mit der zugehörigen Abscissen- Achse gemein hat, sondern, 
wenn in Fig. 3. VN’ jene Scale und im‘ diese Achse Beispiels halber vor, 
stellt, so ergiebt sich für den Abstand v2 des Scheitels der Curve von 
ihrer Abscissen- Achse der positive Werth z.«’. 


u 





.t, 


Die beiden in 8.6. gefundenen Formeln: 





R= LICH sur EutHet 


haben daher auch für die obigen Körper volle. Gültigkeit, wolern.nenilich 
die parallelen Durchschnittsflächen f, f’ und D auf der Rotatious- Achse 


senkrecht genommen sind. 
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$. 9. 

Pyramidalische und kegelförmige Körper stimmen in der Eigeuschaft 
überein, dafs die mit einander parallelen Durchschnitte bei jedem dieser 
Körper sich wie die Quadrate ihrer Abstände von der zugehörigen Spitze 
verhalten. Nimmt man also diese Abstände zu Abscissen, die Inhalte jener 
Durchschnitte aber zu den darauf senkrechten Ordinaten, wodurch die Scale 
der fraglichen Körper construirt wird, so ergiebt sich sofort, dafs die er- 
wälınte Scale ebenfalls eine gewöhnliche Parabel ist, deren Scheitelpunect 
im Anfangspuncte der Coordinaten liegt, und deren Achse auf der Abscissen- 
Achse senkrecht steht. 

Uebrigens bedürfen diese Körper keiner näheren Betrachtung, da 
sie sich als eine Specialisation der sogenannten Obelisken ergeben werden, 
zu deren Behandlung wir im folgenden Paragraphen übergehen. 


$. 10. 


Wir wenden uns jetzt zu der Betrachtung derjenigen Körper, die 
von zwei parallelen Vielecken als Endflächen und von Paralleltrapezen 
oder Dreiecken als Seitenflächen begrenzt werden. Wir haben diese Kör- 
per unter der Collectivbenennung Obelisken zusammengefafst, und sie gehen 
für den besonderen Fall in vielkautige Pyramiden über, wenn alle ihre 
Seitenkanten sich, hinreichend verlängert, in einem und demselben Puncte 
schneiden. 

Um zunächst die Gleichung für die Scale dieser Körper herzuleiten, 
seien f und /‘ die Inhalte der beiden mit einander parallelen Endflächen, 
und A sei die Entfernung zwischen denselben oder die Höhe des Körpers. 
Wir betrachten jene Endflächen der gröfseren Allgemeinheit wegen als 
ungleich, und um die Begriffe zu fixiren, nehmen wir f’ als die kleinere 
Fläche an; was unbeschadet der Allgemeinheit geschehen kann. Die Seiten 
des Vielecks f sollen mit a, db, c, d..... etc., die des Vielecks f’ mit «‘, 
b', c', d’' .... ete. bezeichnet werden, wobei die letzteren Seiten naclı der 
Reihe als parallel mit den ersteren zu denken sind, so dafs also die von 
gleichnamigen Seiten beider Vielecke gebildeten Winkel einander paar- 
weise gleich sind. Nach bekannten Lehren der Polygonometrie hat mau nuu 


f = 4fab.sin(ab) + ac.sin(ac)' +... +be.sin(be) + .... etc.], 
f' = 4[a'b'. sin (a’b‘)-+a’c.sin(a/c')+ .... + b’c'.sin(b'c‘) +... etc.], 


1 
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oder, wenn man der Kürze wegen die Sinusse der Winkel (ab), (ac), ... 
... (be) etc., so wie die der gleichen Winkel (a5), (a’c’), .... (b’ec’) etc. 
nach der Reihe mit o, o', a’ .... etc. bezeichnet, 

f = 4.2 (abo); f' = 1.2(a‘b'o). 
Nun sei ® der Inhalt eines mit den Endflächen f und f’ parallelen Quer- 
schnittes, der in dem Abstande x von der kleineren Endfläche f’ durch den 
Körper gelegt ist, und «a, ß, y, 0 .... seien die Seiten dieses Querschnitts. 
so ergiebt sich, auf gleiche Weise wie vorhin, 

® = 12%(aß.sin(aß)) = 4123 (aßr), 
da die Winkel (zB), (ay), (BY) .... den vorigen Winkeln der Reihe nach 
gleich sind. 

Um die Querschnittsfläche ® als Funetion ihres Abstandes x von 

der einen Endfläche darzustellen, hat man, nach einem bekannten Gesetz 


beim Paralleltrapeze, die Relationen: 
(a—a)ctu'h 











ah = ac+ta(h—zr), daas o= 7 \ 
Bh=bstbne, pe Ne 
yh=ce+ec(h—e), u. y EuDarer 1.8 w. 


Substituirt man diese Werthe in den Ausdruck von ®, so gestaltet sich 
derselbe wie folgt: 


Dee. Ka — a) b—b') cc + ((a— a)’ + b—b)a)ohc+ab'eh?], 


2h? 

1 [Ea0d° +Za db’ — Z(ab'+a'b)o]. x? 
2h? | +h[E(ab’ + ab) —2.Zu bo]. ce +. Zub 
NunistZabe = 2f, Zadb’s—=?f‘, und wenn mau die Gröfse S(ab’+a‘b) cr, 
welche ehenfalls eine gewisse, noch näher zu bestimmende Fläche aus- 


drückt, gleich 2f'’ setzt, so kommt 
1 pr Y UN m? 2 fi 
d = HELL ICHEFT: 


weiches die Gleichung der Scale des in Rede befindlichen Körpers ist. 


$. 11. 
Es kommt nunmehr noch darauf an, die Lage jener Scale gegen 
die zugehörige Abseissen-Achse näher zu untersuchen. Setzen wir zu 
dem Einde in der vorigen Gleichung, die zu einem beliebigen Curvenpunet 
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gehörige Ordinate & = 0, so findet man diejenigen Werthe von &, welche die 
etwanigen Durchschnittspuncte der fraglichen Curve mit der Abseissen- Achse 
oder deren Verlängerung ae Dadurch ergeben sich die beiden Werthe 


m er aM SAL MPN 
ud "= — Pa un za EP HYPE). 


Hiernach finden zwei Durchschnittspuncte oder gar keiner statt, je nachdem 
diese beiden Ausdrücke reell oder imaginär. sind; und für den besonderu 
Fall, dafs die Radicalgröfse in der Klammmer gleich Null wird, hat die 
Scale nur einem Punct mit der Abscissen - Achse gemein, die dann also 
eine Tangente für sie ist. 


Damit beide Werthe: von x reell ausfalleu, muls f” >4ff‘ sein, 
und da zugleich nach der gemachten Voraussetzung f > f’ ist, so wird 
um so mehr f’” > 4f”, mithin f“ >?2f‘ sein, so dafs also die Gröfse 
f'—2f‘ jedenfalls positiv ist. Uebrigens können jene Werthe von x so- 
wohl positiv als negativ ausfallen; was einzig und allein von dem Ver- 
hältnifs zwisehen den Gröfsen f”“—2f’ und y(f’”—4ff‘) abhängt. Eine 
einfache Betrachtung zeigt nemlich, dafs die beiden Klammergröfsen in 
den Ausdrücken von x’ und x, mit der als Nenner darin. vorkommenden 
Größfse f+f‘—f'', entweder einerlei, oder entgegengesetzte Vorzeichen 
haben, jenachdem f—2f\> oder <y(f'"— ff‘) ist, und in dem einen 
Falle würden sich dann jene Ausdrücke beide. negativ, in dem andern aber 
beide positiv ergeben. Bei den nachfolgenden Untersuchungen kommt es 
indessen hierauf nicht weiter an, und da es also gleichgültig ist, welche 
Annahme man machen will, so setzen wir zur Fixirung der Begriffe 
den ersten Fall voraus, der sich in der Ausübung am häufigsten ereignet. 
Demgemäfs liegen die beiden Durchschnittspuncte auf der negativen Seite 
der Abscissen- Achse, wie es in Fig. 5. dargestellt ist, wo P den Coor- 
dinaten- Anfang, PM die positive Seite der Abscissen- Achse repräsentirt, 
während Z und L/ die fraglichen Durchschnittspuncte sind. Man hat dann 
PL=x', PL'= x‘, und wenn man den Abstand LL’ in I halbirt, so ist 





PI = ya ta) = Ah ap 


die Abscisse de Curvenpunctes V, zu welchem IV als Ordinate gehört. 
Um: letztere zw finden, mufs ınan. dew vorstehenden ‚Ausdruck anstatt z in 
18% 
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die allgemeine Gleichung des vorigen Paragraphen setzen. Dadurch er- 


giebt sich 


PORN LET, 
rn 


und der Punct V liegt daher, wie natürlich, unterhalb der Abseissen - Achse. 





$. 12. 

Die vorhin gefundenen Ausdrücke x’ und =’ werden beide imagi- 
vär, wenn f”<4ff’ ist, und in diesem Falle hat die Scale keinen Punct 
mit ihrer Abscissen- Achse gemein, wohingegen sich jetzt für die zugehö- 
rigen Ordinaten ein Minimum nachweisen läfst. Derjenige' Werth von z, 
der einem Maximum oder Minimum entspricht, wird aus der allgemeinen 


Gleichung $. 10. gefunden, wenn man “® _.0 setzt. Dadurch ergiebt sich 





dx 
Eee 
ve —4h- Atem. 
TFT? 
und das Vorzeic on © y& ?=f+tf f‘‘ entscheidet demnächst, ob ein 





Maximum oder ein he statt findet. Nach der Voraussetzung ist aber 
f"<4ff,,und da bekamntlich 4 ff’ = (f+f Y—(f—f), also (f+f’ >4ff', 
so ist um so mehr f”<(f+f‘, mithin f“<f+f‘. Demnach kann 
f+f'—f‘ nur positiv sein, und der obige Werth von x entspricht da- 
her einem Minimum. Setzt man denselben in die allgemeine Gleichung, so 


findet man die kleinste Ordinate = Fe die daher jedenfalls 





positiv ist und somit einem Puncte entspricht, der oberhalb der Abscissen- 
Achse liegt. 

Stellt in Fig.5. die Gerade pm für den jetzt in Rede befindlichen 
Fall die Abscissen- Achse, » den Aunfangspunct der Coordinaten vor, und 
hat man auf der linken Seite dieses Punctes das Stück 


R 2 2 / 
A 
abgetragen, so repräsentirt die darauf Senkrechte 
sea 





| 4 f+f— f‘) 
die kleinste Ordinate, oder die Entfernung des tiefsten Curvenpunctes V 
von der Abseissen - Achse. 

Kür die Bedingung f"?—= 4ff‘ wird die kleinste Ordinate gleich 
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Null, und der Ausdruck für die zugehörige Abscisse reducirt sich auf 
Vf 

-VIVF' 

Diesen Resultaten gemäfs geht die Abscissen- Achse, welche in Fig. 5. von 

der Linie zu dargestellt wird, durch den tiefsten Curvenpunct V, und der 

obige Werth von & bestimmt den Abstand zV. 


x = —I 





$. 13. 

Man nelıme nun. V zum Anfangspunct der Coordinaten, die auf LL/ 
normale Linie VW zur Abscissen-Achse, und bezeichne die Coordinaten 
VW und WS des beliebigen Curvenpunctes S bezüglich mit 2 und x. 
Sofern nun & und ® die früheren Coordinaten dieses Punctes sind, hat 
man mit Bezugnahme auf Fig. 5. 


SE. Ze a oh, ir Kimafı, 
oder 2 = u— pi "f+f—f" 
o= 


oder = t— iv 4 f+f-f") 
Setzt man diese Werthe anstatt z und ® in die allgemeine Gleichung der 
Scale ($. 10.), so ergiebt sich nach gehöriger Reduction 


h? t; 

— TH 

welches wieder die he der gewöhnlichen Parabel ist, die also nun 

auch für die unter der Collectivbenennung der Obelisken zusammengefafsten 
Körper die Scale ihres Inhaltes darstellt. 

Demnach bestimmt sich der Cubik -Inhalt des zwischen den parallelen 
Vielecken f und f’ enthaltenen Körperstückes, mag dieses nun von der 
Fläche PONM, » ONm, ‘oder von der Fläche zQN u (Fig. 5.) dargestellt 
werden, ganz auf dieselbe Weise, wie es in $.6. für das hyperbolische 
Conoid gezeigt wurde, durch die Formel 


K- (94H), 


und für den Schwerpuncts- Abstand dieses Körpers von der Fläche f’ gilt 
ebenso die bereits früher ART Formel 


Zu 2y+f 


+ 2 —= { BEN] Micha.) } 20 











PFERHR’ 
wo D, wie früher, den mittleren Durchschnitt und A den Abstand der End- 


flächen f und f’ von einander bezeichnet. 
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$. 14. 

In den vorhergehenden Paragraphen hat sich ergeben, dafs die Scale 
der Obelisken sich mit der zugehörigen Abscissen- Achse entweder in zwei 
Puneten oder gar nicht schneidet, je nachdem die Gröfse f‘"* gröfser oder 
kleiner als 4ff’ ist, und dafs für den besonderen Fall, wo diese beiden 
Gröfsen einander gleich sind, zwischen jenen beiden Linien eine blofse 
Berührung stattfindet. 

Im ersteren Falle werden die Ordinaten der Scale ON (Fig. 5.) 
in den beiden Puncten Z und Z’ zu Null, zwischen denselben aber ne- 
gativ und jenseits Z’ wieder positiv, was folglich ganz eben so für die 
durch diese Ordinaten dargestellten Querschnitie des Körpers gilt. Dies 
ist jedoch nicht so zu verstehen, als wenn beim Verlängern des Körpers, 
über die kleinere Endfläche f‘ hinaus, sich die den Puncten Z und ZL’ ent- 
sprechenden Querschnitte jedesmal auf einen Punct oder auf eine gerade 
Linie reducirten, wodurch sie absolut zu Null würden. Dieser Fall kann, 
wie leicht erhellet, nur unter sehr besonderen Umständen eintreten. Im 
Allgemeinen hat man jenes Nullwerden der Querschnitte im algebraischen 
Sinne zu nehmen, so nemlich, dafs ein Theil des Querschnittes durch das 
Schneiden der Längenkanten negativ geworden, während ein anderer gleich 
srofser Theil noch positiv geblieben ist, und umgekehrt. 

Die den Puncten Z und Z‘ entsprechenden Stellen des Körpers, wo 
die Querschnitte desselben, indem sie aus dem positiven in den negativen 
Zustand und von diesem wieder in jenen übergehen, algebraisch zu Null 
werden, kann man füglich die Knoten des Körpers nennen; und es folgt 
aus der obigen Darstellung, dafs jeder Körper der hier in Betracht gezo- 
genen Art nur zwei solcher Knoten, und nicht mehr, haben kann. Sie 
finden jedesmal statt, wenn alle Längenkanten nach derselben ‚Seite hin 
convergiren, und dann zerfällt der Körper in drei Theile, von welchen die 
beiden äufsern positiv, der mittlere, zwischen den Knoten liegende Theil 
aber negativ zu nehmen. ist. Jene werden in Fig. 5. durch die Flächen 
LMHN und L’M'N‘, dieser dagegen. durch die Fläche ZVL‘/ dargestellt. 

Tritt hierbei der besondere Fall ein, dafs alle Läugenkanten, wenn 
man sie hinreichend verlängert, sich in einem und demselben Puncte schnei- 
den, dafs also der Körper eine Pyramide ist, so fallen auch die Knoten in 
diesem Puncte zusammen, und der zwischen ihnen liegende negative Kör- 
per verschwindet alsdann. Für diese Voraussetzung stellt in Fig. 5. die 
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Fläche NV4. den Inhalt der Pyramide, und die Fläche N’Vw‘ den Inhalt 
der, durch die Verlängerung ihrer Kanten entstehenden, entgegengesetzien 
Pyramide dar. 

Endlich kann es sich auch ereignen, dafs beim Verlängern der Kanten 
gar keine Knoten entstehen, wenn nemlich mehrere Kanten parallel mit 
einander, die durch sie begrenzten Seitenflächen des Körpers also Paral- 
lelogramme sind. Wenn danıu zwei nicht parallele Kauten sich schneiden, 
wodurch sich die zwischenliegende Seitenfläche in ein sogenanntes über- 
geschlagenes Trapez verwandelt, so wird zwar der angrenzende Theil des 
Querschnittes in Bezug auf den übrigen Theil negativ, allein der positive 
Theil bleibt immer überwiegend. Ueberdies wird durch das successive 
Schneiden der übrigen, nicht parallelen Kanten der bereits negativ gewor- 
dene Theil der Fläche allmälig wieder in das Positive hinüber gezogen 
und die Fläche erlangt ihren früheren Werth wieder. In diesem Fall, der 
in Fig. 5. durch yONm dargestellt ist, nimmt der Querschnitt bis zu einem 
gewissen, durch die Ordinate 2V dargestellten Minimum ab, und wächst 
dann nach demselben Gesetze wieder; der Körper erleidet also nur eine 
partielle Einziehung, eine Contraction seines Querschnittes. 


$. 15. 

Die im vorigen Paragraphen betrachteten Erscheinungen sind im 
Wesentlichen durch die Gröfse f‘’ bedingt, und hängen namentlich vou der 
Beziehung zwischen dieser Gröfse und den beiden Endflächen f und f’ ab. 
Nach $. 10. war 

f" = 3.z(ab’+a’b)e, 
und nun läfst sich der auf der rechten Seite stehende Ausdruck mit Hülfe 
des mittleren Querschnittes ® auf folgende Weise bestimmen. 

Sind, wie früher angenommen, a, D, € .... die Seiten von f; a‘, b’, e’ .... 
die homologen Seiten von f‘ und o, ’, a“ .... die Sinusse der zwischen 
je zwei homologen Seiten enthaltenen Winkel, so werden die Seiten des 
mittleren Querschnitts ® bezüglich gleich 4 (a+a’), 4(b+b’), L(c+e') .... etc. 
sein, und es ergiebt sich der Inhalt 


® Zu. Häkre m rim) = 41.2 ((a-+ a‘) (b-+b)o). 


Diese Gleichung läfst sich durch das Auflösen der Klammern in folgende 
verwandeln: 


S® = Zl(abr) +8(a'b’o) +&Z(ab' + ab), 
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und da Z(abo)=?2f, Z(a'b’o)=2f‘ und EZ(ab’ a b)r =?2f‘ ist, so 


hat man die Gleichung 
40 = f+r+Hf", 
woraus f" = 409 —(f+f") folgt. 
Nun waren die Bedingungen für das Eintreten der im vorigen Paragraphen 
beirachteten Erscheinungen, zufolge $. 11. u. f., 


fr Zapf, oder FrZayır) 
und wenn für f’ der obige Werth gesetzt wird: 
19 - +) Z2v UN). 
Hieraus ergiebt sich ferner sehr leicht die Bedingungsgleichung 
4PZWIHN 
oder 2y92 v/-+vf. 


Wenn man also den Obelisken in der Mitte zwischen seinen Eudflächen 
und parallel mit denseiben ‚schneidet, und es findet sich: dafs die doppelte 
Quadratwurzel aus dem mittleren Durchschnitt ® gröfser ist, als die Summe 
der Wurzeln aus den Endflächen, so bildet der Körper, beim Verlängern 
desselben, jenseits der kleineren Endfläche allemal zwei Knoten. Ist aber 
die doppelte Wurzel aus dem mittleren Querschnitt Aleiner als die Summe 
der Wurzeln aus den Endflächen, so entstehen keine Knoten, sondern der 
Körper erleidet nur eine partielle Contraction seines Querschnittes; und 
wenn endlich die doppelte Wurzel aus dem mittleren Querschnitt der Summe 
der Wurzeln aus den Eindflächen gleich ist, so schneiden sich alle Seiten- 
kanten in einem und demselben Puncte und der Körper ist eine abgekürzte 
vielseitige Pyramide. 
S. 16. 

Fassen wir zum Schlusse die Haupt-Ergebnisse der vorhergehenden 
Untersuchung zusammen, so zeigt sich, sie bestehen darin, dafs es für alle im 
Eingange dieser Abhandlung genannten Körper eine einzige Formel. zur 
Bestimmung ihres Inhalts giebt, und dafs eben so der Schwerpunet dieser 
Körper nach einer und derselben Formel bestimmt wird. Es war nemlich 


die Inhaltsformel = 1 (@p+1#L), 
24 +f 


die Schwerpunetisformel = A — — 


f’+to+f' 
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Nach der ersten Formel ergiebt sich der Inhalt eines jeden der fraglichen 
Körper: 
„Wenn man den doppelten mittleren Durchschnitt zu dem arithmeti- 
„schen Mittel der beiden Endflächen addirt und die Summe mit dem 
„dritten Theil der Höhe des Körpers multiplieirt. 

Die obigen Formelu sind zunächst nur für solche Körper als allge- 
mein gültig nachgewiesen, deren Scale die apollonische Parabel ist; allein 
dies sind so ziemlich alle Körper, die in den gewöhnlichen Lehrbüchern 
der Geometrie, mit Ausnahme der regelmäfsigen Polyeder, betrachtet zu 
werden pflegen, und welche die meiste Anwendung in der Praxis finden. — 
In wiefern auch noch andere Körper zu der Gattung der Eingangs er- 
wähnten (die eine parabolische Scale haben) gehören, und in wiefern na- 
mentlich diejenigen Körper, die von Oberflächen des zweiten Grades um- 
schlossen werden, sich auf eine ähnliche Weise durch Betrachtung der 
zugehörigen Scale behandeln lassen, bleibt einer spätern Mittheilung vor- 
behalten. 

Uebrigens mufs erwähnt werden, dafs die bei dieser Untersuchung 
zum Grunde gelegten Fundamentalgesetze schon früher in Anwendung ge- 
kommen sind. Der schwedische Vice- Admiral Chapman in seinem Werke 
über Schiffbaukunst *) wendete sie zuerst an, um mit Hülfe der von 
Thomas Simpson angegebenen Näherungsformel zur Bestimmung des Flächen- 
Inhaltes unregelmäfsiger Figuren die Stabilität der Schiflsgefäfse näherungs- 
weise zu berechnen. 

Berlin im December 1842. 





*) Traite de la construction des vaisseaux, traduit du Suedois pas Fial du 
Glairbors. Paris 1781. 
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9. 
Angenäherte Bestimmung der Factorenfolge 
1.2.3.45..n=Tli-+n) = fat de, 
wenn z eine sehr grosse Zahl ist. 


(Vom Herrn Professor Raabe in Zürich. ) 


hu der Theorie analytique des probabilites iheilt Laplace ein Verfahren 
mit, die in der Veberschrift angegebene Factorenfolge, für den Fall, wenn 
n eine sehr grofse Zahl vorstellt, dergestalt umzuformen, dafs der neu- 
gewonnene Ausdruck, dem Zwecke der Wahrscheinlichkeitsrechnung ent- 
sprechend, nur angenähert den Werth des erstern repräsentire, dafür aber 
den Vortheil, äufserst schnell zur numerischen Bestimmung desselben zu 
führen, gewähre. Gauz denselben Gang, Laplace’s Resultat zu erhal- 
ten, befolgt auch Poisson in seinem classischen Werke über Wahrschein- 
lichkeitsrechnung. Warum aber Poisson, der in mehreren Theilen dieses 
Werkes, namentlich bei den Prineipien, die wissenschaftliche Strenge, in- 
soweit solche in der Wahrscheinlichkeitsrechnung möglich ist, genau be- 
obachtete, und darin gerade seinem grofsen Vorarbeiter auf diesem Ge- 
biete den Vorrang abgewann: warum Poisson gerade dort, wo er sich auf 
rein-mathematischem Boden befand, unverändert seinem grofsen Meister 
folgte, und nicht, wie an anderen Stellen selbstständig auftrat, bleibt mir 
unerklärlich; es müfste mir denn die Hypothese zu machen verstattet sein, 
dafs man in der Wahrscheinlichkeitsrechnung auch mit blofs wahrschein- 
lichen Resultaten sich begnügen dürfe. 

In den vorliegenden Blättern wird der in der Veberschrift ange- 
deutete Gegenstand mit jener wissenschaftlichen Strenge erörtert werden, 
welche Untersuehungen über rein-mathematische Gröfsen vor andern zu- 


kommt um auf gut beleuchtetem Wege einem in allen Beziehungen kennt- 
lichen Resultate zuzusteuern, bei welchem die Grenzen des Statthabens auf 
unzweideutige Weise festgestellt sind. 
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. 
Bezeichnet man mit Legendre das bestimmte Integral 


Dr #) 
/ ae” de 
0 


durch I’ (a), so findet, wie armen die Gleichung 
\ 2.dcht en. h.hen 
. ke) = a(a+1) ar) (a3) .... (a +k—1) 
Statt, wo a eine beliebige positive reelle Zahl und A eine unendlich - grofs 
werdende positive ganze Zahl vorstellt. 
Aus dieser Gleichung folgt 
Ft, 
und, mit Beachtung der Bedeutung von k, auch folgende Relation: 
11. Ii+a = alla), 
die, wenn für « nach und nach die ganzen Zahlenwerthe 1, 2, 3, 4. 
gesetzt werden, auf folgende Gleichung führt‘: 
2. : Lt: em) wurd. 2.3 
Die Umformung dieses Factoren- Ausdruckes macht den Inhalt der gegen- 
wärtigen Abhandlung aus. 
Ferner hat man die allgemeine Relation 


I. Tina) = Tal (a+!)T(a+).... T(a+"— mm)? 
welche für alle positive reelle Werthe von n besteht ae fast alle Wr 
thümlichkeiten der Function T’(a) umfafst. 

Die Wichtigkeit dieser allgemeinen Relation, oder des durch die- 
selbe ausgesprochenen Theorems, die Function I’(a) betreffend, ist bis 
jetzt nur vom theoretischen Gesichtspuncte genügend erkannt worden. Fol- 
gerungen aus diesem Theorem sind meines Wissens nur wenige gemacht 
worden. Die meisten Schriftsteller, die diesen Gegenstand behandelten, 
Legendre mitbegriffen, setzten sich als Ziel ihrer Untersuchungen das 
Theorem selbst vor; hier aber angelangt, nimmt man fast keine Spar wahr, 
dafs es, in seiner Allgemeinheit, auch Einflufs auf die übrige Analysis aus- 
geübt habe. Mehrere nicht uninteressante Bolgerungen aus dem 'Theorem 
habe ich bereits gewonnen. Da ich aber dieselben als noch nicht ge- 
schlossen betrachte, und auch befürchte, durch Mittheilung aller von mir 
bereits gewonnenen Ergebnissen den vorliegenden Gegenstand zu sehr in 


den Hintergrund zu stellen, habe ich es vorgezogen, nur diejenigen F'ol- 
19 * 
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serungen aus dem Theoreme in der folgenden Nummer mitzutheilen, die 
zur Erreichung meines hier vorgesteckten Zieles unerläfslich sind. Erst 
nach Mittheilung dieser Folgerungen werde ich zum eigentlichen Gegen- 
stande der vorliegenden Abhandlung übergehen. 


2. 


Bezeichnet man -durch log A den natürlichen Logarithmen von A, so 
bietet das Theorem in (H11.) auch folgende Gleichung dar: 


I0g T(na) = log Ta) + log" (a+.)+logT(a+ „)+..+logT(a+") 


(n —1}) . 
+(na— 4)logn — —- -log?r. 
l,älst man hier n eine unendlich-grofs werdende Zahl bedeuten und setzt 
a 1 
N 


wo dann w eine ohne Ende abnehmende Zahlengröfse vorstellt, so geht 
diese Gleichung, nach geschehener Multiplieation mit », in folgende über: 


at D E u - 1—o ’ 
7 logI(x)ox= = wlogl (=) + (a— }w)logw + a log ?r. 


cd 


Wird ferner @ als unendlich-klein werdende positive Gröfse behandelt und 
gleich mw gesetzt, wo m irgend eine endliche positive Zalıl bedeutet, so 
erhält man die Gleichung 


3. [18T (a)dx — +log.?z, 


Aus der allgemeinen Gleichung (1.) zieht man ferner die folgende be- 
kannte Relation: 


I(z—p) = r(cH+H1)(c +2)... (a +p—DI(e). 
Löset man dieselbe logarithmisch auf, multiplieirt nachher auf beiden Seiteu 
vom Gleichheitszeichen mit dz und integrirt hierauf sämmtliche Glieder von 


z=0bis 2=1, so erhält man, mit Zuziehung der eben gewonnenen 
Gleichung (3.), die folgende: 


/ logl (x +p) dx PT [gie u. r) dx + 4 log? A: 
on r—U ° 
Es ist aber 


Jlog@+r)de = (2+r) {lege +r)— 1} + Const., 


folglich auch 
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Jog(w+r)de = (I+r){log(i+#r) —1! —r |logr — 1}, 


wodurch die vorige Gleichung in folgende übergeht: 


/ \ogT(e-+p)de 
rl 0 rp—l 
—= llog?zr + > (i+n)logi+r)—(L+r) — S irlogr—r\. 


Erwägt man, dafs der Ausdruck rlogr—r für r—0 in Null übergeht, 


so kann der letzteren Gleichung auch folgende Form gegeben werden: 
r—p—1 


s r—p 
/ log (e+p)de = }log?r +2 irlogr—r) — > frlogr —r}, 
0 ZZ r— 


aus welcher endlich folgende neue Integralbestimmung gefolgert wird: 


4. JS \0gT(e+p)de = 4log?z + plogp —p; 





welche Gleichung, wie alle vorhergehenden, für ganze und positive Werthe 
von p besteht. 


3. 


Wir schicken uns nunmehr an, die Erörterung ‘des Gegenstandes 
vorliegender Abhandlung vorzunehmen und gehen dabei gleichfalls von dem 
Theoreme in der Gleichung (IIE.) aus. 

Wird in dieser Gleichung « = 1 angenommen, so hat man 


l—r 


Fa) = TFT + TH) DÜ+ 2 Ndaiam) 


Multiplieirt man diese Gleichung mit 2 und berücksichtiget die Gleichung (H.), 
so hat man auch 


u sn \ 1 | 2 WEN 1 
Ii+n) =n vanm)T(i+ TC + —) en T(i + 2 ) (2m) 
welches, logarithmisch aufgelöset und hernach auf beiden Seiten durch n 
didividirt, auf folgende Gleichung führt: 
1 T(t-+n) 
n 08 Veen) | 
1 R 1 2 3 n—ı\! 
= }logT(1+,,)+logT(1+—)+ logT(1+”)+...+logl(I+"—), 


ı ‘ 
— tlog?r. 


Die Gleichungen (1.) und (2.) führen auf 
logI(1) = 0 und logT(?), =. 
Berücksichtiget man diese Ergebnisse und ersetzt in der so eben gewonnenen 
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Gleichung, rechts vom Gleichheitszeichen , + durch v, so hat man 
v 


N Eike) _ 
n log n"V (Inn) 


e{tlogl (1) +loegl(1i+v)+logl(1+20)+ .... + logT(2—v) + 410gT(2)} 

— 4 log?r. 

Bevor wir zu dem allgemeinen Fall, wo n eine beliebige ganze 

Zahl bedeutet, übergehen, heben wir den besonderen Fall heraus, wenn n 
eine unendlich-grofs werdende positive Zahl vorstellt. 





; ; m 1 a e \ ; 
Da in diesem Falle, wegen v = o die Gröfse v unendlich - klein 
werdend ist, so hat man, wenn die unendlich-grofs werdende Zahl n durcli 
k vorgestellt wird, die Gleichung 


| T(1 k) s ‘ 
j 108 vom) =/ logI (I+z)dr — zlog?r. 


Wird in der Gleichung (4.) voriger Nummer p = 1 angenommen, so 
hat man 





/ 1gTı+2)de = —1+}log?r. 
wodurch die vorhergehende Gleichung auf 
Ti+k) __ 
log Kyıakın)) k 
führt, aus welcher | 
Türk) _ 6 
kkyvi2kn) 


folgt, wo e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen vorstellt. 
Nimmt man nun die Gleichung (2.) zu Hülfe, so hat man 
1.23.45... kmuhktyQ&krm)e*: 
welche Gleichheit für unendlich -grofs werdende und für ganze Werthe 
von %k Bestand hat. Stellt aber k eine endliche Zahl vor, so giebt die 


Gleichheit nur angenähert den Werth der Faetorenfolge zur Linken; wie 
solches aus dem Yerfolge dieser Untersuchungen hervorgehen wird. 


4. 


Zur Umformung des allgemeinen Falles in der vorigen Nummer nehn 
- - - ıe 


ich einen Satz zu Hülfe, den ich in meiner Differential- und Integralrech- 
nung Nr. 233. begründet habe und der folgendermaafsen lautet. Wenn 
O(x) eine von e=a bis e=b continuirliche Function von z vorstellt, 
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D,(©), Dax), Dim), +: Dam 2), Dom (x) die successiven Differential- 
quotienten dieser Function ®(x) nach x bedeuten und der ?mte Differen- 
tialquotient dieser Kunction, nämlich ®,„(x), für alle Werthe von 2 = « 
his 2=b Werthe mit demselben Zeichen hat, so besteht die Gleichung 


(4) S Oa)dz 


— 0/40) + Ola +v) + Pla+20) +... + Dla+n— 1) +40)) 
— [9 d)—Pı(la)]o’ + F,[P,(b) — D;(a)]v 
— [9 —Pd,(a)]v” + .... 
+ DV [Pam (0) — Dom-ı (a) 10°” 
mit einer Genauigkeit, dafs der mögliche Fehler, wenn man den Ausdruck 
zur Rechten statt des zur Linken, und umgekehrt, setzt, numerisch kleiner 
als das letzte Glied dieser Gleichung ist. 


Hier stellt » eine Zahl vor, die der Gleichung 
b—a= nv 
entspricht, wo 2 eine gauze und positive Zahl ist. Alsdann hat man 


. p) 1 t 1 
N, = er tt tr +...) 


(27 





oder auch folgende Recnursionsgleichungen zur Bestimmung von Y,, Y,. 
Y. vv... 


Pr 


I 
Ri: .e er 


1. 


tr “| 
= m 


ME 


RR 0.5 0 on 
. De 1.2.3.4,.5 


1.2.3 





2 6 


[215] _.* De u Biss en ME: DER ’ B 
nes at nass III 


[ZW 7 





u. 8. W. 


Um nun diesen Satz auf den vorliegenden allgemeinen Fall anzu- 
wenden, haben wir zuerst zu untersuchen, ob die Function von £ 


logl’(I+x) 
für alle Werthe von 2=0 bis 2 =1 continuirlich sei und ob der mte 
Differentialquotient derselben Bunction für dieselben Werthe von x keine 
Aenderung des Zeichenzustandes erleide. Was das Erste betrifft, weise 
ich blofs auf die Schriften hin, die von der Function T’(a) handeln; un- 
ter andern eitire ich meine Differential- und Integralrechnung No. 215, 
wo die Convergenz der Function T'(a) für alle positiven Werthe von # 
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dargethau ist, woraus sofort hervorgeht, dafs die Function logl(1+ x) 
nicht nut von z= 0 bis 2 =1, sondern auch von 2= 0 bis 2 = u he- 
ständig einen endlichen Werth hat, wo & jeden endlichen und positiven 
Wertli vorstellen kaun.  Betreffend das Zweite, so stellen wir zur Be- 
eründung desselben die aufeinander. folgenden Differentialquotienten der 
Funetion logl (i+x) her. 
Zu diesem Kinnde sei der Kürze wegen 

Da) = logTi+r), 

so hat man, mit Zuziehung der Gleichung (I.), 
dx) = zlogk +log1.2.3.4.5 .... A 
— /log 1+2)+log?+r)+logI3+r) +... +log(k+m)!. 

Differentiirt man diese Gleichheit nach einander in Bezug auf x, so ergeben 


sich folgende Gleichheiten: 


TE WEN 1 1 Br 
pa) = og 1 er gr tr 
d.(2) = ms er I \ 
p.(2) = | d+ta)% T Otr% ef SFr: te.+ ktayp)’ 


a er a ER ir Zr. en rn 
er Fe re Fe te 


1 1 Bo 











ee 9 of 2 zE in 
D,, (Et) 1 az DIZe (Im a FT he + (2+ 0)” ER kam 
D, (X) = j 2edsro(2M N 1} Per. Te — | + .».... + ge, 1 e e ' 
2m / \ (I-+ 2)?” . (2-+ 17)” (k+ x)?” , 


in welchen & eine unendlich-grofs werdende, ganze positive Zahl vorstellt. 
Die letzte dieser Gleichheiten zeigt ganz deutlich, dafs die Function 
D,m(x) für alle Werthe von z=0 bis z=u, wo « irgend eine positive 
Zahl ist, beständig positiv bleibt. 
Dieses vorausgesetzt, sind wir den hier aufgeführten Satz auch auf 
das bestimmte Integral 


/1ogT 14 x)dx 


anzuwenden berechtigt. Da man, wenn die eben aufgestellten Werthe von 
Dir), Dia), 224% Dimoı (2) berücksichtiget werden, folgende Gleichun- 
gen erhält: 
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9,1) —PD(0) =1, 
®B(1)—P;(0) = 1.2, 
d1)—P;,(0) = 1.2.3.4, 
nl 0) = 1.2 2.3. si ... (im—?), 


so giebt die vorhin aufgeführte allgemeine Gleichung (A.) folgende andere: 
logT(1+z)de — 


v {4logl (1) +logT(1+v)+logl(1+2%) +... + logU(1+(n—1)o+410gT72)! 
—Y,v”’ +1 2yY,v"— 1 Br .4Y,v....+(— 1)” 1.243 443 Im — 2) A gr 


für welche 


1 
ern —=1 ode v= > 


gesetzt wurde, mit einer Genauigkeit, dafs die Gröfse des Fehlers, mit 
welchem sie bestehet, numerisch kleiner als das letzie Glied dieser Glei- 
chung ist. 

Nimmt man die Gleichung (4.) zu Hülfe, so hat man 


/ 1gTıı+2) de = 4logIr—1: 


daher besteht folgende Gleichheit: 
v}4logT(1)+logT(1+v)+logT(?-+v)+....+logT(2—v) + 4logT (2)! 
= 4log?r —1+Y;,v”’—1.2Y,v0*+1.2.3.4Y,0 — ... 
. + (—1)"'11.2.3...(2m— 2) Y,,, v 
mit derselben Genauigkeit. 
Wird dieses Ergebnifs mit der Gleichung in Nr. 3, die den Werth von 


1 ä L(i+n) 
n 5 mV an rt) 


s 1 
darstellt, verglichen, so erhält man, wenn v durch - ersetzt wird, die 

















Endgleichung 
r Tia+n) _ , er + ; 1.2.3.4 2-  1.2.344.5.6 4 
3. log mV Qna) = —n-+ v— Ey +° = Y— 7 Y. 
mt 1:.2.3.4....(2m—2) 
4+..+(—1) e, mi Ei 


Obwohl die Gliederreihe zur Rechten in dieser Gleichung, wenu sie 

ins Unendliche fortgesetzt würde, wie in der folgenden Nummer gezeigt 

werden soll, zu den divergenten, oder mindestens zu den sogenannten 

schwankenden gezählt werden müfste, eignet sie sich dennoch, den 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXV. Heft 2. 20 
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Ausdruck zur Linken angenähert zu bestimmen; und zwar aus dem Grunde, 
dafs man bei jedem Gliede, mit dem man die Rechnung abbricht, über die 
Beschaffenheit des möglichen Fehlers klare Einsicht bekommt. Dieser Fehler 
st nach dem Vorangeschickten jedesmal numerisch kleiner, als das letzte 
Glied, mit welchem die Rechnung schliefst. 


Diese Reihe, oder die mit derselben verwandte, welche gewonnen 
wird, wenn man die Gröfsen Y,, Y,, Ys, Ya, ---. durch die Bernoulli- 
schen Zahlen ausdrückt, ist schon vor Laplace, von Euler und Legendre 
zu demselben Zwecke mitgetheilt worden; allein, soweit ich diese Schrift- 
steller verstehe, unterliefsen sie sämmtlich, über die Beschaffenheit des jedes- 
mal möglichen Fehlers etwas streng Begründetes mitzutheilen. Jetzt erst, 
nachdem die Grenzen der Brauchbarkeit der Reihe festgestellt sind, kann 
dieselbe der Analysis zur gelegentlichen Benutzung einverleibt werden. 


> 7 

Wie aus dem so eben Mitgetheilten hervorgeht, wird man sich der 
Gleichung (5.) in voriger Nummer am vortheilhaftesten bedienen, wenn man 
mit demjenigen Gliede abbricht, welches für ein gegebenes 2 den numerisch- 
kleinsten Werth hat. Zur Auffindung dieses numerisch-kleinsten Gliedes 
sowohl, als auch um darzuthun, dafs die Reihe in (5.), in's Unendliche fort- 
gesetzt, zu den schwankenden gehört, wollen wir den Quotienten zweier 
aufeinander folgenden Glieder der Reihe suchen, aus welchem wir genü- 
genden Aufschlufs über die fraglichen zwei Puncte ziehen werden. 


Stellt man zur Vereinfachung durch w, das allgemeine Glied der 
Reihe vor, d. h. das Glied, welches Y,, hat, so findet man 


Umfi __ (2m —1) 2m Yam+2 
„eulale u tn . 


n® 





Um 
oder auch, wenn die in der vorign Nummer für Y;, festgestellte Gleichung 
herücksichtiget wird, 


2m 


Um __ __(2m—1)2m Samt? 
Hm (2 N st)? f Sam e 








Wo 


1 1 1 1 
Ss. —=1+ tt rt ut 
ist. Nun ist S,, > S;,„4,: also hat man, wenn nur die numerischen 
Werthe beachtet werden, die Ungleichheit 
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Umt+i er (2m—1)2m 
u (nn)? 


und um so mehr die folgende: 
mL ( Bu) 
Um = nn/” 


aus welcher folgt, dals die Gliederreihe in der Gleichung (5.), von der Lin- 
ken zur Rechten gezählt, so lange abnimmt, als 





m < nr 


st. Wird z.B. n = 100 angenommen, so wird die fragliche Reihe 
wenigstens bis zum 314ten Gliede immerfort abnelhmende Glieder haben. 
so, dafs man sich ihrer am vortheilhaftesten bedienen wird, wenn man 
mit dem Gliede Y,,,, die Rechnung abbricht. Dafs aber dieselbe Reihe, 
nachdem »» den Werth nr überschritten, zuletzt wachsende, ja sogar ohne 
Ende zunehmende Glieder haben wird, folgt gleichfalls aus dem oben 


m tt, . . . 

für er angegebenen Werth. Denn zuerst sieht man, dafs der Quotient 
m 

Sam+2 . a ’ ’ 

E um so mehr gegen die Einheit convergirt, je gröfser mn wird; der 


. (2 m — 1) 2 Mm .. . . . “ u 
zweite Factor Eu OrT LEE übertrifft wenigstens um eine endliche Gröfse 


die Einheit, sobald m um irgend eine namhafte Gröfse, z.B. nur um 4, den 
Werth von nz übersteigt, und wird immer gröfser, je gröfser m wird. 
Als Folge hiervon ergieht sich. sofort die Richtigkeit unserer vorigen Be- 
hauptung, dafs im vorliegenden Falle die Glieder der Reihe ohne Ende 
wachsend und zuletzt unendlich-grofs werdend sich herausstellen. Nun 
gehören Reihen mit unendlieh- grofs werdenden Gliedern sicherlich zu den 
divergenten, wenn diese unendlich-grofs werdenden Glieder sämmtlich mit 
denselben Zeichen behaftet sind. : Gehen diese Glieder aber Abwechslun- 
geu der Zeichen ein, so werden die betreffenden Reihen so lange für 
schwankende zu erklären sein, bis man auf untrüglichem Wege über ihre 
Grenzwerthe sich Aufklärung verschafft hat. Die Analysis bietet nämlich 
mehr als einen Fall dar, wo dergleichen Reihen auch als Repräsentanten 
von endlichen, ja sogar von unendlich-klein werdenden Gröfsen auftreten. 
Es dürfte sonach die vorliegende Reihe, wenn dieselbe ins Unendliche 
fortgesetzt gedacht wird, vor der Hand noch zu den schwankenden oder 
unbestimmten gezählt werden. 
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6. 


Zufolge des in der vorigen Nummer Mitgetheilten wird die Glei- 
chung (5.) bei numerischen Bestimmungen als brauchbar sich herausstellen, 
wenn man m<nz annimmt, und am allertauglichsten, wenn man für m 
diejenige ganze Zahl wählt, die unmittelbar an nz grenzt. Da man je- 
doch nie, oder doch nur höchst selten, die Gliederzahl sehr grofs an- 
nimmt, so erachten wir es für einen wesentlichen Beitrag zur Theorie der 
in Rede stehenden Reihe, wenn wir aufser dem in Nr. 4. bereits Erwie- 
senen noch etwas Näheres über den Genauigkeitsgrad, mit welchem die 
Gleichung (5.) besteht, hier folgen lassen. 

I. Wir betrachten die Gleichung (5.), wenn zur Rechten vom Gleich- 
heitszeichen nur zwei Glieder beibehalten werden. 

Man hat alsdann 


lo z tee) = —n+41Y. 


o’ == 
> mn" V (2nr) 


Der Fehler, den man hier zu befahren hat, ist vorläufig dem Zeichen nach 





unbekannt: der Gröfse nach aber ist er, nach Nr. 4, kleiner als m 


Stellt man unter « einen Bogen vom Radius 1 vor, der folgenden Un- 
gleichheiten genügt: 
O<u<a, 
1 
so kann dieser Fehler durch —- Y, cos« dargestellt werden und es besteht 
die fehlerfreie Gleichung 








rii+n) __ ee 1 
log my (onn) zn -- a“ Y, + a Y,cos«, 
oder auch 
Eee 2 : 
log nV (ann) #7 n Y, (cos}a)', 


oder endlich 


Yii+n) ! u 
I FERN — 2 ; 5‘ 2 
> m" VY (2nn)e-” n Y.(cosza)'. 


Der Ausdruck zur Rechten stellt für jeden Werth von «& eine positive 
Gröfse vor: daher besteht die Ungleichheit 


"3 . Tid+ n) 
| > mV (2nr)e=” >d, 





oder 
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II. Werden in der Gleichung (5.) die drei ersten Glieder rechts vom 
Gleichheitszeichen beibehalten, so gelangt man durch ähnliche Betrachtungen, 
wie im vorhergehenden Falle, auf die vollkommen richtige Gleichung 

log van = —n-+ — Y,— > «2 Y,(cos}a)'; 
wo a dieselbe Bedeutung wie im vorhergehenden Falle hat. 

Aus dieser Gleichung nl man auch folgende: 








n"V (In) » ap 
log Tin) = n— — +2. 2Y,(cos}o), 
aus welcher, beachteud den Unstan, dafs 
n— — }, 
7 


eine positive Zahl vorstellt, sofort folgende Ungleichheit gezogen wird: 


n"V (Inn) . 
log Tu) Deu I 


oder auch 





1 m 
Ben <—n+ N; 
wobei, wie vorbin, n>1 vorausgesetzt wurde. 
II. Die Gleichung (5.) bietet ferner auch folgende völlig richtige 
Gleichung dar: 
08 won ee FR Kr n N — je E.. Ben .2Y,(cos}a)', 
wo «a dieselbe Bedeutung wie in den beiden eibesgnechiclte Fällen hat. 
Stellt man diese Gleichung 2 folgt: 
05 re 4 — nt 
so ergiebt sich, unter der a welche am Eingange dieser Nummer 
über die Gröfse m aus Gleichung (5.) gemacht wurde, da nämlich alsdann 


der Ausdruck 











3.4 _%# 7 
== . Y,(cosiu)’, 


5 
—ı ? Y, 
re a 


einen positiven Werth hat, die Ungleichheit 
1 1 x 1.2 
T(ii+n) >—_Y——Y,, 


5 :Y (Inn)e—” n® 





log 


aus welcher 
a TEN n+- ly 12 ”y, 


zn: 





(1) log n"V (2n > 
gezogen wird. 
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IV. Läfst man & dieselbe Bedeutung wie bisher, so bietet die 
Gleichung (5.) auch folgende dar: 


os Tat) _ 
Sn" VYıınn) 





1 ” ii 1.2.3. 4 . ni 4.5 
u Yy— LIZ. . 
Aendert man hier iberall die Zeichen, so hat man auch 


n"V (In) __ 











.2Y,(cos} ua). 








log an) 
u 1.2.8: 15 82,3: = 3.6 65 Fr 
n—- Y, + 9 ee Y;+ „2 Y,(cos 4.a)}. 


Unter der Eike an über m aus Gleichung (5.) im Eingange dieser 
Nummer gemacht wurde, stellen die Gliederpaare 











1 73343 13 2.3. 4 
na— —Y ud —Y,— 7 r, 
7 ” M“ 
positive Gröfsen vor: also hat man die rg 
n"V (enn Eu 2 > 2.0.4 . 
0 I ern + EA 
'A--n) n n 
oder auclhı 
\ T (i+n) . A kuDBug. 4 > 
log — —n ne In ah A 
(9) DwvY(@nn) Re , ar Tr nd ! 


In ähnlicher Weise, wie die ae («.) und (/.), ‚beweiset 
man auch die folgende: 


"(14 n) ar’, 23. 1.2.3.4:5.6 27. 
os HVEonm- I = „Y. N +7 a n? Y; 


und derselbe Weg, der uns auf die Ungleichheiten (£.) und (0.) führte, 
ar auch noch er en 


= yon 252 1.2...60% 1.2:...8% 
j0g IN 2, Hr + et, 


n vo nn) = ; n? n? 
Fährt man in dieser Weise fort, so läfst sieh folgender Satz, betreffend die 
Gleichung (5.) aufstellen: Zricht man ın der Reihe zur Rechten der Glei- 
chung (5.) mit irgend einem Gliede, das den Factor Y,, hat, ab (wobei 
jedoch nothwendig m >nr sein mufs): so erhält man ein zu grofses oder 
ein zu kleines Resultat (verglichen mit dem Ausdrucke zur Linken), je 
nachdem m eine ungerade oder eine gerade Zahl vorstellt. 

Mit Hülfe dieses Satzes kann man jedesmal klar und deutlich deu 
Genauigkeitsgrad in Bezug auf Gröfse und Zeichen ermessen, mit dem die 
Gleichung (5.) den numerischen Werth des Ausdrucks zur Linken darstellt, 
wenn man mit dem ersten, zweiten, dritten oder irgend einem Gliede die Rech- 
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nung abbricht. So zeigen uns z. B. die Ungleichheiten (a.) und (£.), dafs 


F(i+n) 
n"V (Inn) 
sei; seizt man also » unendlich-grofs werdend voraus, so erhellet sofort 


die Richtigkeit der Gleichung 





. E 
der Werth von log gröfser als —n und kleiner als —n + NY: 








Ii+n 
w"V(eanz) 
woraus 


I(i+n) = n"y (Inr)e” 


folgt; welches Ergebnifs mit dem in Nr. 3. übereinstimmt. 





7. 
Aus der Gleichung (5.) zieht man 
I(i+n) == 
de Br Aa > 2°, m—14.2.3....(2m—2) 
n ‘ —n u ri, ur Yo 1) a ee r 
n"v(Inm)e”".e" .e .e SEE Bi: 


Diese Gleichung wird das möglich - genaueste Resultat darbieten, wenn ın die- 
jenige ganze Zahl vorstellt, die kleiner als m ist, aber zunächst an mn liegt. 
Berücksichtigt man ferner das in der vorhergehenden Nummer begrün- 
dete Theorem, oder die dort gewonnenen Ungleichheiten («.), (2.), (Y-)» +++», 
so kann man dem Zahlenwerthe von T’(1+-n) oder der Factorenfolge 
1.2.3.4.I9 2... 
die durch folgende Ungleichheiten bezeichneten Grenzen anweisen: 


IA+-n)>n"y(2na)e”, 


iy 
ITi+n)<ny(inm)ere" , 
ö iy _12y 
T(1+n)>n"Y(Qnm)ere" ee", 
ra nn Manager, 
A+-n)<n"y(Inm)e”e" e e , 
yes Er Er, at ianer, 

I Ai+-n)>n"y(Inm)e”e” *e e e 


u. S. w. 
Alle diese Ergebnisse sind nur für ganze positive Werthe von n 
abgeleitet und daher nur für solche Werthe als begründet anzusehen. Höchst 
wahrscheinlich bestehen dieselben aber auch für gebrochene und demnach 
auch für incommensurable Werthe von n. Solches mit mathematischer Strenge 
zu begründen, ist mir jedoch bis jetzt nicht gelungen. 
Zürich im April 1840. 


m TEE ET — — 
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10. 


Ueber die Summation der ohne Ende fortlaufenden 
harmonisch-periodischen Reihen und über die Reduc- 
tion des Integrals / © (sinax, cosbx) Re 


(Vom Herr Professor Raabe in Zürich.) 


(Fortsetzung der Abhandlung Nr. 2. im 23sten Bande Heft 2.) 





r 11. 

Wie in Nr. 7. dieser Abhandlung bemerkt worden ist, sind zwei Wege 
offen, den mit dem doppelten Summenzeichen versehenen Ausdruck in der 
Gleichung (5.) daselbst umzuformen, Eine dieser Umformungen ist in dersel- 
ben Nummer vorgenommen und das Ergebnifs in den darauf folgenden Num- 
mern zur Anwendung gebracht worden; mit der zweiten Umformung besagler 
Gleichung werden wir in deu vorliegenden Blättern diesen Gegenstand für 
einstweilen beschliefsen. 

Heben wir in der eitirten Gleichung den auf A bezüglichen Sum- 
mentheil hervor, so haben wir zunächst den Summen- Ausdruck 





rg, Ihnn hr 
— 2 cos ——— log sin —— , 
pP k=1 p -p 


nach der in Nr. 6. festgestellten Annahme 


pw = :Irr 


rn 
in ein bestimmtes Integral zu verwandeln. Ersetzt man also p durch A WO 
hat man 
> Fame Fe >knn . kn wo kap1 kno . ko 
— 2 c0s —— log sin — = — 23 cos —— log sin -— , 
Piz ) 2p LTR 1 r 4r 
und da bier w eine unendlich-klein werdende Gröfse repräsentirt, so hat man 
Auge: ah Iknn kr 1 "Ira nxX a . 
> cos — -logsin— = — cos — log sin — de, 
P Azı p 2p ri. r +4r 
0 
oder auch 
ur Ihknn . in en ; 
Z cos —— log sin — = / cosrzlogsind x dw. 
pP k=i p - pP Yo 


Es ist aber ferner, da n eine ganze Zahl vorstellt, 


. a \ . r 
/ cosn@ logsin T de / cosnzx log sin Iede+f cosnzx logcos!rdx 


« 


0 Q 
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und ["wsnzdz — (0: 
0 
daher hat man auch 
7 k=p—1 Ikn 
r; 2 cos —,— log si in =/" cos nz log sin 4x dx. 
k=1 


Wird dieses Ergebnifs in die re Gleichung (5.) Nr. 7. gesetzt, so 
hat man die Umformungsgleichung 


er dx 
/ Olsinaz, Eee =] "Olsinare, cos br x) cotang4 rd 
Q 0 


n=p 


TT 
a IS cosnz log sin }2d2}® (sinnaw, cosndbw). 
0 


7T n—1 


welche unter den gleichen Beschränkungen wie die Gleichung (6.) Bestand hat. 
Das bestimmte Integral im zweiten Gliede zur Rechten in dieser 
Gleichung, nämlich 
Jwosnzlog sintxde, 


0 

bietet den Werth u dar, wenn rn eine endliche Gröfse bleibt. Da 
Jedoch im vorliegenden Falle, wegen der Summation von n=1 bis n=p, 
diese Gröfse n auch unendlich-grofs werdende Werthe vorstellt, und in 
diesem Zustande über das besagle bestimmte Integral, wegen des allgemei- 
nen Factors P(sinnaw, cosndw) desselben, der dieselbe Zahl n umfafst, 
nicht entschieden werden kann, so lassen wir für jetzt diese Gleichung (7.) 
fallen, ohne jedoch auf die im Eingange und in Nr. 7. angedeutete Trans- 
formation zu verzichten; wie solches aus: dem folgenden Paragraphen wird 
entnommen werden. 


$. II. 


Nochmalige Summation der harmonisch - periodischen Reihe (I.) an der äufsersten Grenze 


,X 


ihrer Convergenz, und Reduction des bestimmten Integrals p(sinar, cosb.r) ee auf 
x 


0 
ein anderes, welches den gleichen untern und einen endlichen obern Grenzwerth hat. 


12. 
In Nr. 3., Gleichung (2.) haben wir 
= Jatnstnsttus td, 


1—zP 





0 
als Summenwerth der harmonisch - periodischen Reihe an der äufsersten 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXV. Heft 2. 21 
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Grenze ihrer CGonvergenz gefunden; und, wie daselbst festgestellt wird, 


wird dieser Summenwerth für y nur daun ein endliches Resultat geben, 
wenn die Goefficienten @,, @, 4;, .... a, der in 1. aufgestellten Bedin- 


gungsgleichung derselben Nummer entsprechen, aus welcher folgende Glei- 
chung gezogen wird: | 

d, = —d4d GG, ..o.e —d4,-ı: 
Vermöge dieser Gleichung geht die y, darstelleude Gleichung nunmehr in 


folgende über: 


1 ET un 1 y— zp1 ". zp=i — zp#! 
Yı m af ie dz + a, / ba >P... dz .... 4, .. F er Pr dz N) 
0 0 5 








n=p—1 1 yr—ı en zp-1l 
0 


Ks ist aber 








« 


Ä 1— zP p 1—z 
0 0 


daher hat man (Ir. IV. Gleichung (46.) Nr. 219.) 





page {fecgyunkaj 
. 1— 3? p ITd) rL2} 


0 


wodurch die obige Gleichung in folgende: 





oder auch in 


oder endlich, wegen der Bedingungsgleichung (1.), die 
= 0.2 0 


| 


giebt, in folgende übergeht: 


Nam I = 
en en 
Pr 


8. 


es 
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Diese Gleichung, die, wie die Gleichung (3.) in Nr. 4., die harmonisch-pe- 
riodische Reihe an der äufsersteu Grenze ihrer Convergenz summirt, führt, 
durch Vergleichung mit dieser, einerseits auf einige schon von @au/s mitge- 
theilten Summationen und andrerseits auf jene Umformung der Gleichung (5.), 
welcher in der vorigen Nummer Erwähnung geschah. 


13. 

Vergleicht man die in Gleichung (3.) Nr. 4. aufgestellte Bestimmungs- 
gleichung für y, mit der Ausgangs voriger Nummer aufgestellten und zieht 
dann die Gleichung (4.) derselben Nummer gleichfalls in Betracht, so stelleu 
sich folgende zwei Gleichungen heraus: 

n 


n=p r, c ‘ 1 4 | vr Iknn . kn 
> a, - —= 2pa,log?—4r zZ u,cotang + 2 a, cos —— logsin — und 


ni (& .) n—I n—i ki p 2p 
np rl (#) n—=p—1 n—p k=p—1 2% 


> 4, r(@ Co) —= ?pa,log? — 47 Be a, cotang +23 2 4, cos = log cos 5, 
in Se die nicht unendlich-grofs werdenden Gröfsen @,, @,, @;, .... q,. 
aufser dafs sie der Bedingungsgleichung 

a+e.+9+a,+...+a = 0 
einGenüge (hun müssen, gänzlich willkürlich sind. Werden diesem nach die auf 
n bezüglichen Summationen dieser Gleichungen aufgelöset und wird a, durch 
— m — ld — U — .... —A,_ı 
ersetzt, so werden vermöge der nunmehrigen Willkürlichkeit der Gröfsen 
4,5 Ar, Ay, 2... A, die zu demselben Zeiger von « gehörenden Theile in 
jeder der besagten zwei Gleichungen einander gleich zu setzen sein; und 
wenn diese Gleichsetzung mit den zu 4„ (wo m>I und <p—1 ist) 
gehörenden Theilen vorgenommen wird, so ergeben sich folgende zwei 











Gleichungen: 

m 
I N 1 

19 PAS VE AFER nl, min kn 
a) To = — 2plog?— yr oolang 2 Bud l cos" ")log sin 2» und 
l (*) | k=r—1 

2’ _ Dr la ms, _9 5 (1- un EL 
.(® NT 2plog?2— 4 cotang % 2 ‚z l— co )log c = 
'\Gg 


21% 
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Es ist aber (Ir. Nr. 224, Gl. (a.)) 











k=p—1 kn _ Vp» k=p—1 kn V» 
(«.) = log sin - 2“ log Ta und = log cos 3» — log u: 
daher gehen diese Gleichungen auch in folgende über: 
(5 -) l', (1) et. 2 . hi 
n .(®) Bu 3 ii Sea log4p — Ir cotang — u z na ” log sin = und 
p/ 
,(®) 
ge Bau MATT Zar on 
i () Ya log4p — 47 cotang r +? Ba cos » 0gcös B 
Durch Addition dieser Gleichungen erhält man ferner 
(5) 
T,1)_ k=p—1 IYmk hkrı hr 
"(®) ren — log gsdpr — 47 cotang — Wien A Kal COS n — " log siI 1 2» COS Ip’ 


oder auch, da man wegen der oben festgestellten Beschaffenheit von m die 


Gleichung 
k=p—1 
Imkn 
> €os SEITEN Oi BE | 
I=ı p 


hat, folgende Gleichung: 


Me ) k=p—1 LIT 
UT —log?p — 4 cotang 7 + 2 cos _. 


r ey” P(4)0 > k—1 
Führen wir die in unserer Integralrechnung öfters angewendete Zahl 
ce = —0,5772156649 .... 
ein, so ist (Ir. N. 228.) 


| ‚kn 
ogsin 


YTyieeiE 
und die Ausgangs voriger Nummer angedeuteten Summationen werden durch 
folgende Gleichungen dargestellt: 








=p—1 gomkr | hr 1 / N (5 
2 co a sin - 2,1 log4p + Ir cotang —, +4 —c}, 
die 5 
n m 
( 9.) J I=p—1 Im N ’ (m 





z c0 samen cost" — 4log4p + Ir cotang 7" +4 


km p 2p r (>) 
p 
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kpl „zmkre kn De e 








| 2 co: Re log sin = log?!p+1 ‚ cotang "+ 1( m) 

die, wie aus deren Deduction erhellet, für alle diejenigen ganzen und positi- 

ven Werthe von m und p Bestand haben, welche den Bedingungen 
m>1i ud m<p—t 

genugthun. Von diesen Gleichungen, namentlich von den ersteren, werden 

wir in der folgenden Nummer Gebrauch machen, um die Ausgangs voriger 

Nummer angedeutete Umformung zu bewerkstelligen. 





14. 
Die Gleichung (9.) kann auch wie folgt gestellt werden: 


u d min }L, 
/ D(sinaz, cosbr) — zu ıS O(sinarz, cosbr.x) cotangl.xdx 
0 0 


r—=p—t  k=p—l ( i=p—l kr 

2 | zZ COSZENR gg sin 5 Va, BEN 2 cos?kr log sin ;, 
P nz azı p 2p p 

Werden nun die erste der Gleichungen in («.) und die erste der Gleichun- 

gen in (9.) voriger Nummer berücksichtiget, so geht diese Gleichung in 


folgende über: 


$ O(sinaz, cosb.r) Er 
0 





n N 
vr n=p- y 
— D’sinarı, cos drx) cotang 4x de — — ?: } 7 colang - — ‚da, 
e 
} { T “€ ) 
n—_p—l 
— „ (log4p—e) 2 4, _-@, log = 
n—_p—1 
und wegen 2 a,=—.a, auch in folgende: 
nl 


/ O(sinaz, cosbx) e 
0 


277 z 7 nn} ı7t 
= / Ol(sinar x, cosbr.x) colang 4x de — — Z u,cotaung Ir 
0 


-} n—1 


>) 


N 
+ a, (logt — —). 
pP 


j "= 


se 
— —, 24- 


p 


ı 
Wen r(® 3 
Ersetzt man nun, wie in Nr. 6. festgestellt ward, 

a, durch Plsinnaw,cosndw) und pw durch Ir, 
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und bedenkt, dafs die obige Gleichung nur in so fern Bestand hat, als 
sämmtliche in Nr. 7. festgestellle Bedingungen eintreffen, unter denen auclı 
eine (die in c)) folgende ist: 

— Olsinapw, cosdbpw) = P(sinlurr,cos?hrr) = 0, 


so geht die zuletzt aufgestellte Gleichung in folgende über: 


«0 - d > 
f D(sinaz,cosbr) —— == 
m PM u 


Kir WW 
! / D/sinarr, cosbr.x) cotang Lrde — em = O(sinnaw, cos nd) colang 5 — 
VA nl 


a) 
u \drm/ 


w . 
Ir} I D(sinnaw, cosndbw) — —— , 
"nz r(- nw \ 
Ir 





welche mit folgender gleichbedeutend ist: 
dx 


gr Dsinaz, cosbz) —— = 


2rze 


(sin ax, cosbr) cotang , dr 


i PD) 
“ ( Ir =, 


l / D(sinarx, cosbrr) cotaug Leder — ir 
i 0) 





N hs; 
— - (sinaz, cosbx) dı 

rn D( 3 x.) ’ 

! 2r n/ 

oder endlich mit folgender: 
. LK 
»Y. n dr ! (=) 
/ D’sinax, cosbr)- a + Zi O(sinarz, cosbrr) RR dx, 
; “ r 


In 


die, wie die Gleichung (6) Nr.7., unter den daselbst aufgestellten vier 
Bedingungen a), db), c) und d) Bestaud hat, und die wir, weny- uns 
nicht darum zu {hun gewesen wäre, auch die Summengleichung in (9.) 
voriger Nummer abzuleiten, auch unmittelbar aus der Gleichung (8.) Nr. 12. 


hätten folgern können. 


Wird ferner das bestimmie Integral im Ausdrucke zur Rechten Jie- 
ser Gleichung in eine Summe zweier, das eine von O bis z, das andere von 
7 bis 27 aufgelöset und.danu in letzteres x statt Ir — x geseizt, so stellt 


sich folgende Gleichung heraus: 
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K 
/ Olsinaz, cosdb.r) IE 2. "Olsinur 2, cosbr.e) dz 
® 


der 
1(1 37) 


al; D(— sinarz, cosbr =) ——— . dx, 
T. (1) 
die, beachtend die Gleichheit (Ir. IV. Nr. 221. @l. (e.)), nemlich 
nt 
(a) I(1—a) — sinan’ 
welche für alle zwischen O und 1 fallende Werthe von # Bestand hat, und 


aus welcher 


9 





T,(a) _ _T,(1—a) 
Ta a) u 2) en 


folgt, in folgende PEN 
(10'.) P" Plsinar, cos bar) ©” =— ff" P(— sinarz, cosbrx) cotang !wd.r 


EL HR, 
1 \ 
Tin, 9 (sin arz, cosbrx) +P(—sinarz, cosbrx)! — 2, 
q ai (55) 
die unter denselben Beschränkungen und Bedingungen, wie die obige 


Gleichung (10.), Bestand hat. 


= — 7colangaz 


15. 


Um auch von den Gleichungen der vorigen Nummer einige Anwen- 
dungen mitzutheilen, legen wir uns das bestimmte Integral 


n 
nn dı 
FE sinatt — , 
KH 


0 
welches wir bereits in Nr. 8. mit Hülfe der allgemeinen Umformungsgleichung 
(6.) bestimmt haben, noch einmal vor. 

Da nach der eben citirten Nummer sämmtliche in Nr. 13. zusammen- 
gestellten Bedingungen in dem vorliegenden Falle reälisirt werden, so ha- 
ben wir nach Gleichung (10‘.), da gegenwärtig 
Ol(sinarz, cosbr x) + D(—sinarz, cosbr&) = sin + + (— sin et — 0 
ist, folgende Bestimmangsgleichung: 


ni dx Mn. 
I sin 2’7t! =} / sin a? colangirdr, 
0 


X 
0 
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aus der man, wenn das bestimmte Integral zur Rechten wie in Nr. 8. be- 
handelt wird, auf die daselbst aufgestellte Bestimmungsgleichung 


RE 


0 
geführt wird. 


16. 
Auch folgendes bestimmte Integral: 


2 sin.x dx 
Vii—c?cosı?)" x 


entspricht sämmtlichen in Nr. 8. zusammengestellten Anforderungen: daher 
hat mau, wenn dasselbe nach der allgemeinen Gleichung (10'.) umgeformt 
wird, folgende Gleichung: 

w sin x dx f sin.x 


IB in ol; | 
J vüzeecesa)' ı il ses z, Colang } Irdı, 


0 





vie 





oder auch 





sin. x de nf (C084.X)? 2% 
Vi—e!cosr®)' x  Viümeasz!) 
oder endlich 


” sin. x =4/" TR, cos.r 
/ rer jeber x 37 vü- — Feiern, + A— dr. 


V(i—e? cosr 2) 
Nun ist 





cos ss 


| o m dx his zu dr 
ee nr] T 


1— c?cos.r?) 








d: aher hat man auch 


f: sin a 1x - / R dx 
J vi—c?cosr®)' ı E V(l—e?cosr?)’ 
die auch mit folgender Gleichung gleichbedeutend ist: 








pr # 


(a.) sin.x Be "de dx 
4 V(il—ce!cosr?)"” x / V(1—e?sin?)' 
Ganz in gleicher Weise wird man auf folgende zwei Umformungsgleichun- 
gen geführt: 


, % u rhbrlhe ;. zgeen in de 
(d.) vii—esor®)' x 0 vtt- a , 
0 


Jz er a. Ar —/" 1—c* sin.z?) 
( €.) NV (Ic? cosır?)" Kin. Vo BR 4 vdoe sin.z') de‘, 


in welchen, wie auch in der vorausgehianddh (a.), die Constante ce nume- 
risch kleiner als die Einheit ist. 


Zürich, im Februar 1842. 

















RT an Die . 
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11. 
Ableitung der Reihe für arc sinx. mit Zuziehung der 
Grenzgleichungen lım. sinx = 0 und lım. cos x = 0, 
wo die Grenzzeichen auf das unbestimmte unendliche 
Wachsen von x Bezug haben 


(Vom Herrn Professor Raabe in Zürich.) 





In zweiten Bande meiner Diflerential- und Integralrechnung befindet sich 
in Nr. 421 (die erste der Gleichungen (11.)) folgende Integralgleichung: 


4% 1+acosa d.r J 
f* log ( Fee gs). — 7arcsind, 


1— acos.r) cos. 





0 
die für alle reellen Werthe von «, welche die Einheit nicht übertreffen, iden- 


tisch besteht. Mittelst dieser Gleichheit gelangt man leicht auf folgende: 


yiaz ci [+ acos.r\ dr ae 
OA la N arc sin«, 


0 
und ans dieser endlich durch Umsetzung von z in nz auf folgende: 


in 1 ucosn. dx ’ 
(1.) S log (, cos: ) —— = zaresina, 


l—acosn cosnr 
0 


die, wie die vorhergehende, für alle ganzen Zahlenwerthe von » bestelıt. 
Da der Ausdruck @cosn.r die Einheit nicht übertrifft. so hat man 
1 ucosn. : v ; TE 
log rn um 2 acos nz + !a’(cosnz)’ + !a’(cosnz) + in inf.!. 
1— a cosna i ‚ 
wodurch die Gleichheit (1.) in folgende übergeht: 
an 2 57 \ i 
/ (a+ 30 (cosnz)+}a(cosnz)’+....;dxe = Irarcsina, 
0 
oder auch in folgende: 
i 2 (5 a? 2p-1 y pl / 
8. arc sina = JS" m cosnz)?, dx; 
( ) 0 # 2» +1 


wo das Summenzeichen für alle ganzen und positiven Werthe von » gilt. 

Verseizt man nun n in den Zustand des unendlichen Wachsens, so 
hat man. nach der ersten der Gleichungen (III.), Ausgangs der Nr. 151. des 
ersten Theiles meiner Differential- und Integralrechnung, 


2 1 +1) (y+2)(p+3):....2p 
lim. (cosnz)? = Dip * a ar / i 
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ı70 11. Raube, Ableitung der Reihe fir are sin x. 


welches mit Folgendem gleichbedeutend ist: 


i n 1.2.3.4....p(p+1) p+2) ....2p 
In,tosne)? u RE EI RAFE 
nigra 2.4.6.8 ..0.29.2.4u6.8.... 2p 





oder endlich mit Foleenden : 
len) 


. N; 1 . 5 [ 7 .„... (2p u 2 1) 
lin. ds ar — ae Nee Sr Tas 
(€ r I a, 6 . S .»... 2» 


Wird dieses Ergebnifs in die Gleichheit (2.) eingeführt, so ergiebt sich: 


; I ar P=ZR 1.3.d20..(2p —1) art 
Aare sına — / ( ze Ä Zn 5 = ) “2, 
4 r p=V 7 2» pl 


oder anch 


27 1.35... (22 —1) wer zu 
are sind — zZ — — ——— „ - / dx 
st Jan 2.4.6 .0..2p 2p 1! / ’ 
oder endlich 
Pr 1.3.9... (2p—1) ap! 
aresna = 2% TR a ae re ro, 
sn 2.4.6...2» pl 


l,öset man das Summenzeichen auf, und bedenkt, dafs der Ausdruck naclı 
dem Summenzeichen für y=0 in a übergeht, so ergiebt sich die allgemein 





bekannte Gleichheit 
: l a? .3 0° 1.8:8 a? 1.15, 7 We 
are Ss = ıM . Fa . FE nn m EN 
u sein +57 734757777 +53468°7 7 


wo die ohne Ende fortlaufende Reihe rechterhand für alle Werthe von a. 
die die Einheit nicht übertreffen, zu den convergenten gehört. 


Zürich im October 1842. 


En 


t 
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12. 


De ae bu. a diffe Ar ai partialıs 


AA; - tn a 
3 O5 3 19 Kal 
? ? dr, +. u. 
+ 1, Ir, 5 - x T; or . +7 n—] ze LT, ) 0, 


designantibus 4, 4.. .... A. functiones quaslıbet va- 
rıabılium x, X, 2... %._. Jineares. 
( Auctore Dr. 0). Hesse Regıom. ) 


1. 
ommentatione duce, de integratione aequationis differentialis 
u ° 
A +4"; +4) (An +42, + 4) z ! 


(A,’ 2, +4,20, +4, )(e, E —1)= (0, 
\ 1 3 we 


inscripla, et hoc in diarıo Tom. 24. ab ill. nn edita, contigit miht. ut 
aequationis differentialis Beeren 


or cd X 
ee 
se 0%, On-ı 
L, ed z, or \ 
A 0 T er .re# Mh "u _! u ng Fb DZ — 0 
+ n ir, dr + 3 d x ” + n—1 0 Kr 1f 


desiguautibus A,, A, .... A 
lineares hujusmodi: 

FREE ‘ dt n—] in 

4, = At Ant. + Art Ai 


integrandae duas methodos invenirem, in cum ea, qua usus est ill. 


A, functiones variabilium &,, &, .... X 


Br. | 


Jacobi, fere congruam, alteram aliquanto diversam nec a regnlis aequatio- 
num differentialium partialium tractandarum traditis alienam. Utrasque me- 
thodos sequentibus breviter exponere mihi proposui. | 


Oo 


wo 


Aequationem differentialem (1.) propositam, cum inter variabiles z,, 
Layer 2,1, Quas continet, symmetria careat, in formam elegantiorem redi- 
gere convenit. Hac de causa statuamus uv=f(X, 7, ....7,_,) =0 esse 

22 
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de integratione aequationum different. part. lin. 


integrale aliquod aequationis differentialis (1.) propositae. Qua aequatione 
integrali variabilis z,, ut functio religuarum variabilium x; ....x,.ı inde- 
pendentium data est, secundum quas differentiando prodeunt aequationes 


-n n n 2 
ou ou da 
—|—— -—.— =0(0 
OX; 0% 0%, 
ou ou OX 
- + — .—-=0 
ON, O4, Os 
ou ou 04 
z a ——— ml, 
Oft OX, Ox ni 
quarum . Fe (1.) proposita abit in hane symmetricam: 
on ou 
4 a 4, + .... +4,_, r = 
d Re 2 p © In— 


u (ai; ou er En +... +2; ‚u ) N 


IUn—ı 


Integrata igitur erit aequatio dißorontishe (1) simulae alas u 
(x &% .... X.) maxime generalem aequalioni (2.) salisfacientem invene- 


rimus. Solutionem enim % inventam aequando zero integrale aequationis 
differentialis (1.) obtinemus. 


8. 
Ad aequationem (2.) homoreneam reddendam ponamus: 
> 
A Y Vaenf 
X — -! X) = : 5) ©. Ba . 
u” n In Yn 
j / y 
quo facto, cum st ve fin 2...) = fl, 2, .... Zt), ba- 
Yn V 'n 
bemus aequatıones 
on ou 
7 natur Ya — 
Od, de; 2 
ou ou 
ör, FRIY n 0Y; ’ 
ET 3 u 
OKn—i ei oYy ei . 
” ou rs ou rt rw ou N‘ r ou 
— \ | = Zu u... Br —— E rn 2 
t 1 0 7 m OX, n—1 Ian) In oY ’ 


quibus naye aequatio (2.) mutatur in 


R 2 > 
_ i%. u c u © u 
3. 3, -+B:-; R + .. 0.0 +B, oY = ), 
n 
designantibus 3, ....B,....B, Busaiei has lineares et homogeneas: 


oy, 
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. / u —1) (n) .. 
B, = A,ytA'yn te. +" ya + Ay. 
Quaestio igitur url eo redit, ut functiones # variabilium y,, Yı, +... v, 
generales pen qnae aequaltioni (3.) satisfaciant, e quibus hujus for- 
mae Men on. Fr functio eligatur, in qua substitutionibus 
N 
4. Yı = XıYn» Yı = XE,Yn» 6 Yn-ı — Il Yn 
factis evanescat variabilis y, nec restet variabilium x,, &,, ...x,_, functio, 
Quam enim functionem si aequamus zero aequationis propositae integrale 


habemus. 
4. 
Sed licet {ransformare aequationem (3.) in simpliciorem hane: 
2 ‚, ou e u“ i 
5: er. +AaNöy tee tn u, 


vel hanc in illam, adhibitis Be nn 


Y,=a'y,+ a’ y2 + ...-.+ 4 Yn 
6. Y,=a'y,+ u +...+4'/Yy, 
Yr.„= my any, Lu..dan 
unde aequaliones nascuntur 
4 oe Q 
'oR7; ‚ ou „ ou ou 
-— =a'—— +a u... 
oy, a ra or, + ta öY, 
on j Mi „ou em 
—- ZU u... vv 
7. OY; f er, . or, x: ra or,’ 


ou  ,.. du u . u 
-—— ma, Ir. +a — + ...+.u; 7 


OYn 
r ’ ou du n ‚ ' 
Substituendo enim valores I, ed in aequatione (3.) et valores 
1 2 


” > . . m = ° er 
Y,, Y:, .... Y,, in aequatione (5.) et comparando co£fficientes ipsius 7 - in 
'Y, 


utraque aequatione, nanciscimur: 
B,a®P +B,a” +...+B,a” = 1,{ja”’y +a®”y +... +@'y.}; 
e qua aequationum systema eruitur hoc: 
(A’—1,)a” +A’a” +... +A/a = 0, 
8, Aa + AU —N)a® +... +ANta = 0, 


. [ ” “ 


APP HAN +... HA —N)a = 0, 
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et eliminando quantitatis a, a’, .... @ aequalio algebraica quaedam 
2. U=0 

nti gradus componitur, quae radices A,, Ar, .... A, diversas suppeditat. 
Quibus determinatis ex aequationibus (8.) numeros 1, 2, .... nr loco p po- 
nendo 72 systemata aequalionum sequuntur, e quarum solutione raliones tan- 
tum ipsarum a’, a), .... a reperiuntur. Unde elucet n quantitates, 
exempli gratia a‘, a), .... @/, ex arbitrio sumi posse, quo facto reliquae 
substitutionum (6.) co@fficientes plane determinantur. 


> 


5. 

Hac ratione et aequatione (5.) et substitutionibus (6.), quibus illa 
transformetur in (3.), determinatis, observo, si per Il(&,, €, .... €,_,) func- 
tionem quantitatum €, €, ....€,.., arbitrariam designamus posito 


1 12 nr 
A r Pr 
10. c =— >; 1 >) 6; =— 7 Be it C.—1 = i 1 ’ 
‚ın rin Ps 
Fi "m r 


solutiones aequationis (5.) omnes formula contineri hac: 

u Bit...) 
e qua suhstituendo valores pro Y,. Y;, .... F, e (6.) integrale fluit aequa- 
tionis (3.). Sed, ut adhibitis ad Il substitutionibus (6.) et (4.) [= « fiat 
integrale aequationis (2.), necesse est, ut eligatur e diversis functionibus Il 
I, Ba ee 
Vie AREA Fu Talis functio est: 
F id, d, .... d.-:} 


designante F' functionem quamlibet quantitatum di. d., .... d,_,, quibus 


maxime generalis formae ® 


tribuendi sunt valores: 


” In—1 An Än—1 m 2 
1 2 


a KT 
s qI . 1. n o er An—t A J ! Y. j 
J n—1 


Unde denique concludendum est: 
„Aequationem: 
F(d,.d,....d,.) = 0 
„substitutionibus (11. 6. 4.) deinceps factis in inltegrale aequationis 
„differentialis (1.) propositae completum transire nihil variabilium con- 
selmenSs DISE X, Kry sooo Knie 
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Inter functiones u=1l(c, c, .... c,_,), quae substitutionibus (10.) 
. Y. er 
factis formam ® Ir: ‚ Y, ars . induunt, notatu dignae sunt hae par- 


tieulares: 
X 





KA). lan) Aa) aA)... Aa—ın) 
u, = Cı .Cz 


‚P 


n—\ 





(Ar-ı Aı)(An —Ay)....lAn Be An) 


...2 0 * Ci 


designante p numeros 1, 2, .... (n—?). 


E 


Transeunt enim commemoratis substitutionibus in has symmetricas: 


RUF. SEIENEN 
Bis) (An—A,)....(A,—An) Mal) (Aa—Az)....(Aa—A,) 


12. a 4 





. 92 oo... 
- 


Dr 
A 


(An- Ay)(in - Ay). lAn— in-ı) 


... © n 


e quibus hane solutionem u= F (u, u .... %,_,) ejusdem proprietatis ge- 
neralem conflare licet. 





„Si igitur symmetricum aequationis (1.) propositae integrale generale 
„desideratur, tale ex aequatione F(w, % .... %,_.) = 0 substitutio- 
„nibus (12. 6. 4.) deinceps factis nasci videmus.” 


6. 


Addo alteram methodum aequationis (3.) integrandae: 
ou ou ou 
1. er er D) .... = = 0, 
B oyı + B:; Oy3 r rB. Oyn 
cujus integrale nota ratione ab integratione aequalionum vulgarium pendet: 
I. dy,:dyy:...:dy„= B:B,;:....:B,. 
Determinare licet di ita ut habeamus: 


y; pi B, 
u. (m 
\ u. — B,, 
ie . ; . dy, dy, i 
ubi hrevilatis causa sıgna Y;', Ya’ +... Pro ur Nee rear seripta sunt. 


Talibus aequationibus differentialibus satisfieri potest valorum parti- 
eularium systemate hoc: 
yabAdıy aldi, ti... ya, 
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quos enim si substituimus in aequalionibus antecedentibus aequationes nan- 
eiscimur conditionales: 


(A’— \)b, + A,'b, +..+ Ar b, 
\ Au + AN, +... + AN b, 


0, 
0, 


IV. 

| 4,6, +4,."b,4+...+A4”b, = 0, 
quibus satisfieri potest. Quantitates d,, db,, .... d, eliminando eadem aequatio 
obtinetur, quam antea designavimus per Ü=0, cujus radices sunt Ay... A,- 
Jam patet hujus aequationis cuique radiei A, systema quoddam coefficientium 
b7’, bP, .... 5) respondere, e quibus unum ex. gr. D’P’ ex arbitrio sumere 
licet, quo reliqui determinantur. Habemus igitur tot systemata valorum par- 
ticularium ipsarum Yı, Yas +++ Y„ quot radices aequationis U = 0 diversas. 
Ex his valoribus aequationes integrales completas hoc modo componere 

licet: (* yet ee, 

v. 9 yeah) ee, 


| 


„z=Y% be" 4,5," et! + au + Y ben! 
n constantes Yı, Yas +++. %y, arbitrarias continentes. Sed has aequationes secun- 
dum constantes arbitrarias solvere convenit, quo facto nanciscimur aequationes 
hujusmodi: NY tYta’ +... + Y, 0, yet, 


VI ya'ty’+ Bu +y,a, u Y: e':', 


| 


ß n . m f "en nt 
Yıd, +Y207’ +. nn‘ I /n € ’ 
quae aeque ac antecedentibus aequaliones sunt integrales aequationum (I11.). 
Ad coöfficientes «, determinandos, aequationes (IH.) per «”, a”, .... a 
multiplicemus, unde facta additione obtinemus: 
BD). (p a karası Acad (p' (p DE 
er Yı + «a. ya +..F+ 0 Yn nn ar B,+u”B, +...+u”B,. 
vel aequationum antecedentium ope: 


Yyra,dr = «m B,+a”B,+ ...+u”B,. 


vel 


nt naf te. dya} = aPB+aPB+..+u”B,, 

unde coöfficientes aequalium variabilium comparando hoc fluit aequationum 
sysiema: A’—N)amr+AB +... + A = 0, 
Aa? HAN) + + Aa = 0, 


0, 


4 , ge? + A ar + .v... + (Ak er N.) u? 
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quod easdem praebet rationes ipsarum au, a, 2...” ac aequaliones ($.) 
ipsarum a, aP), .... aP. Quam ob rem pro «, etiam a, scribere licet. 
Denique eliminata e* ex aequationibus (VI.) vulgarium aequationum (1.) 
differentialium, integrales aequaliones obtinentur hae: 











1 1 
{ e u 4 N Br 
6 22.779 RR ...Ft Ya): PIE =, 
I —— = == 6, 
1 1 
Er n) (n) (n) 2 An 
Yı®, +,,., + ...tY.0 ) En 
1 1 
f d4 4 7 “ fi 
Yı tyra 4 rrrernerene + ya )% Gi ai 
_—— u = ge, 
) (n) (n) 2; yhr 
(Y,®, ur „0%, +....FtYe ) n 
1 ‚8 
n—1) (n-1) n-1) Fre „Am 
Ye, +7 &, +:...+97 Gn ) u u € 
— — 1 - zz 1 n—t 9 
| (n) Ans „hr 
(Yı a, +7: a HescHhYn a, ) t In 
unde secundum regulam notam integrale aequationis (1.) propositae com- 
ponitur hoc: He’... )e:0 


quod jam antea reperimus. 


Nota. Si proponuntur integrandae aequationes 
I 
er —A, 4r, A. — 0), 


an 5 ae A, + 2,4, 


dt 0, 


dxn_ 
ent 2.1 A.=0, 


earum integralia completa inveniuntur haec: 
Yı b' eiıt +7 b“ ehrt kan + rn u” ehrt 











ri Bao: E12 “ (n) Ant ° 
vet ty net. rn br) er 
‘ Be 3 (n) Ant 
2. = /ı b, ei! y,b, ehe rn b, en” 
BT a en Hd, Bi ( ew 
ybnert ty, inet... ya bi) eh 
‘ . “4 5) A, 
LE an u ZU Cktehen EEE Ehe u ZU ct 
Fer — En. „SER Bu m . 








BR I br ei + Yı b, ehat + ... +7, u) eint 
Regiomonti d. 18. Octobr. 1842. 
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13. 


Ueber Abelsche Integrale. 
( Vom Hrn. Dr. Haedenkamp zu Hamm.) 


Im 24sten Bande dieses Journals hat Hr. Professor Jacobi gezeigt, wie 
man zu den vollständigen Integralen des Systems lineärer Differential- 
sleichungen zwischen n Variabeln 
) 6) Oy 
De 2 0 
Vıdy,) r V(dy,) ICE Se V(dyn) 


yıOYı Yy,0Y; YnOYn __ 
V(dy,) rt yay,) Tat ui. 


© yn-20 ya" OYn 
atrfant tVam 0 
auf einfache Weise gelangen kann, sowohl wenn 4y vom 2nten, als wenn es 
vom 2r—Iten Grade ist. Ich will hier zeigen, wie man für einen speciellen 
Fall, nemlich für 3 Variabeln und /y vom öten Grade, aus den Differen- 


0, 








tialgleichungen ; 
Oy oY i 
vntvastva, 
Yı9Yı Ya9Yya Y30Y; 
van 1y,) + ya, Tyay) r 
die beiden algebraischen vollständigen Integrale auch mit Hülfe geometri- 
scher Betrachtungen erhält. Es wird dann leicht sein, diesen besonderen 
Fall auf n Variabeln und 4y vom Ir —1ten Grade auszudehnen. 

Wenn a,, a,, a; die Quadrate der halben Axen eines 3axigen El- 
lipsoids bedeuten, so kann man bekanntlich durch jeden Punct (z,, x,, &,) 
im Raume 3 Oberflächen zweiter Ordnung legen, die mit dem gegebenen 
Ellipsoid convocal sind und deren Axen durch die Wurzeln der ceubischen 


=(, 


Gleichung 


== 1 





a A a. wu a en 
bestimmt werden. Die eine dieser Wurzeln liegt zwischen — x und a,, 
die zweite zwischen «a, und «,, die dritte zwischen «, und a,. Bezeichne!i 
man dieselben durch y,, Ya, Y3, so erhält man aus der Gleichung (1.) 
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(a, —y,)la, — —Yı)(aı —Y;) 


























DB sie o 
2: Bert (a, —a,)(a, —a,) 
2, 3: kei (a, — — Ya, — ” -Yr)(a: (a, —ya) 
2 (a,—a,)(a,—a,) P 
0 (a; — Y a play .) . 
3 (,— ‚)(a, —ıa,) ' 
ferner 
un | x r = . WYıyı)YızY3) 
(4, —yY,)? (a,—y,)? (a4, — Yı,)? = (a, —y 1) (da, —Y la, —y, ) ur; 
Ron on x, u (Yatryı)! Y.—)Y;) 
3. (a, —y,)? r (a,—Y,)? XL (#, —Y,)” u (a, —Y; )(a, —y,)( (4, —Y,) rn 
2 jr a nr) 





2 
tw ta ar an) 

Die drei ersten Gleichungen sagen, dafs die Coordinaten eines be- 
liebigen Punctes im Raume sich durch die Axen der drei durch denselben 
Punct gehenden convocalen Oberflächen zweiter Ordnung ausdrücken lassen. 
Ich will nun die aus den Elementen der Geometrie bekannte Wahrheit: dafs 
die gerade Linie zwischen zwei Puncten im Raume der kürzeste Weg sei, 
durch Bedingungsgleichungen, die die Variationsrechnung dafür aufstellt. 
ausdrücken. Aus den Gleichungen (2.) erhält man 


__208, un I > Zn + - Oy, 





Fı u Fr Ba 
er 
Ur 4, —yYı d,—)Y2 ü,—)Y3 
_298 _ _9Nı 4 OF: + oy3 
3 Ad, —Yı ds — Ya üs —Y3 


Hieraus ergiebt sich für das Element ds einer Linie: 
405° = 4(dr? dr! +ör}) = O,9y!+09,9y? +0;9r?. 
Für die Bedingung, dafs der Weg zwischen zwei Puncten im Raume ein 


Minimum sei, mufs 
fvo@sy!+9,2y:!+9,Ay) = 


sein. Entwickelt man diesen Ausdruck und setzt der Kürze wegen 


0,09. 8 9 kör a 
: 2? Os ws 3 I 


2 


=D; 


2 
r 


O,0y 
08 











Os? 
so gelangt man zu folgenden drei Relationen zwischen yY,, y;, Yy, und 
ihren ersten und zweiten Differentialen: 


23% 








180 15. Haedenkamp, uber Abelsche Integrale. 


Nönhiorn jMörcheiän —; 


= ov\, 

Yı=Yyı Yı nn, 

ent oyı ea 230y, +VC 0%; BE PRT 

Ya Ya a, ’ 

oO wirt oY, 2. v,0y,+% Oyg ui 99 
ya Yı u 


wovon die dritte in den beiden ersten enthalten ist, da 

2 „2 3 m / 

vv’ +v = 4. 
Dividirt man die erste durch « —y,, die zweite durch  —y, und die 
dritte durch «4, —Yy;,, addirt und integrirt, so erhält man 


2 
e? u? „ ı 


l —— 1 2 3 
” 2 —— v . Br EEE . 


ed, — V-r a u‘ d, =. 


Auf gleiche Weise ist auch 








2 2 2 2 
ce v v ve 
as ı 2 3 
‚2 d ‚ 2 + En , + a F ” b, 
Kr arrYı 23 Ya 27,,3 
2 2 y 3 
( ?! (2 (H 
3 ER l rss 4 Erb 
2 4.—Y U.—Y Zu ’ 
X; 3 Fı an 3 ,Y3 


WO €, &, €, Constanten sind, die der Bedingung e!-+c?+c} =+ ge- 
nügen müssen. Aus diesen Gleichungen erhält man, wenn die erste mit 


er x. i a : x, E08, 
‚ die zweite mit ®— , die dritte mit ——— multiplieirt und ad- 


d, a U, —y d a 


dirt wird u. s. w., folgende 3 Gleichungen: 


2 -) zul ce, JE cz + L Cz 
—: : 
di, — ) N (di, 1) 1 (ds — ) 1 
e? e? ce? 
5. 10, = + a +, 
2 u, —Yo 4, —)Yı ds — Ya 
oe Se 
Setzt man der Kürze wegen 
N, = a 9 A, % (W—Yı)l(a —Yyı)(%, —Yı); 
Y e? ce? ec? > 
: _ı — ER RE. A Ay, = ViX, us. w., 
v, 7 (d, 1 #77 Tr : 


so kann man aus den nn Gleichungen folgende lineäre Dif- 
ferentialgleichungen erster Orduung bilden: 
Z 2 


+ 8) Ya + 03 () 
14 V(: 1) V(dy 2) V\ d Ys) : 





| 


6. 


N 


YOYyr YsOYz 

ie (0, 
var ANA 

v0) yv.0Yy 


var PO 
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Um nun die vollständigen Integrale dieser Gleichungen zu finden, bemerke 
ich, dafs die Gleichungen (3.), in Verbindung mit (5.), in folgende übergehen: 





4% 
RE ös ehe ern) ar V(Ay, p V(dy;) 
2, ı—,/r) N, (4, —)Y,) u (a, —Y;)N; 
dor. 
? es w V(dy,) UL V(4v,) u V(Ay,) 
# .—r)N,.. (,—r, N, (a,.—y)N,' 
dor. 
on Si Fe We) e” V(4y,) 
Kg (a, —yı)N, ' (a, —y;) N, Ad; —y;)N; 
Ä or X. OX ; i 
Nun sind ee Be ne Be I nichts anderes als die Determinanten der 
Os Os os 


Geraden, die die Puncte verbindet, zwischen welchen die kürzeste Linie 
gefunden werden sollte; dieselben sind daher constant. Bezeichnen wir sie 
durch ©, ©,, C,, so sind die Gleichungen 














oft V(Ay,) V(4y,) V(4y,) 
PER ) . —  / L er ve. 3 r 
= 2 —y,)\, + (a, —y, ey, rt (a, m): 
Be V(dy, ) V(dy, ) V(4y,) 
EN 2 ala ta) 
’ V(4y,) V(4y,) V(Ay 
EIER ) — rn "A AR 2 3 
C; Er ler EM. Re 0 ) 
die vollständigen Integrale der Differentialgleichungen (6.), die sich auf zwei 
redueiren, da "+UÜ+0 = 


Ich habe die vorhergehenden Sätze in extenso mitgetheilt und ihnen 
eine gewisse Symmetrie gegeben, um sie unmittelbar auf eine beliebige 
Zahl von Variabeln ausdehnen zu können. Man ersieht durch dieselben 
Betrachtungen, dafs allgemein die vollständigen Integrale der Differential- 
gleichungen, wie sie sich aus (5.) ergeben, wenn darin rn statt 3 Variabeln 
gesetzt werden, nemlich der Gleichungen: 


60) Fıl Oys OyYn 
V( 'y,) + vaJr u... ' V( yn) nn 0, 
Yı Er pi Ye = YnÖyn — 





ı 


Y 19y ?9y n "Oyn 
Ei l 2 — 0, 
Var) + Ya 4 ran dyn) | 


Idy, 


Idy, 


A ee, tet: un “ 
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in welchen 4y vom 2r—1ten Grade ist, folgende sind: 


so V(4y,) V(4y,) V (Ayn) 
er eu ie! 
C = al — Zen, (a, T- rer (a, —Yn) In -); 








u: V(dy P Viay 5 Vidy ' 
EI, v(4dy,) z \ s 

= z.( A en 2 +. (.— N, -); 
in welchen nach (2.) 
ı _ Mı—yı)la —yY2).... (ad, —Yn) 
se (a, —4a,)(a, —4;)...(d, — An) ’ 








2 —_ (an —Yı)(da—Y,):...- (An—Yn) 
2 (Un— 4,)(an — 4,)....(an— Ani) 


Man kann noch auf einem anderen Wege zu den vollständigen In- 
iegralen gelangen, der nach Jacob? kurz folgender ist. 

Differentiirt man die erste der Gleichungen (7.), wenn man darin n 
statt 3 Variabeln annimmt, so wird 





















































2 
Leer Br 
in e — 
u aa Me 
( Yı) Yn) ) (a,—yı)N, la —Yn)Nn 
(a 5, A (a, —Yn) N + Ös ’ 
und da 
(a ) 
ka, yı)N)’ 
os er 
Ay, ( 0y, OY; Oyn \ 
” . ) N? r- dy, ale 2V (dy ı) 6 wir ös ös 
© (—y)?M ' (a1—yı)\,\a—y, ' a7," a—yn. 
u.8. w. ist, so wird 
9% ( V(4) 1 V(dyn ) 
ie (a, - yı)N, Zube (a, —Yn) N („re V(4yn) 
RT et 
a dy, i dy, n Ay, 
r em van 2°. ‚N ;) er m) ‘® —Yn) 5 
Pr ER er 
Demnach wird 
„x: e(: ) ö(- nn, ) ’ (-, Iyn w ) 
os? Be a, —Yı)!!, ad, —Ya)l a; ı—Yn): 
— = = —.1 2 —— ....H+ 





r | ©) 1 6) Ya 


Oyn " 


Von diesem Ausdrucke zeigt Jacob: in der angeführten Abhandlung, dafs 
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er für diesen Fall, wo Jy vom ?r—1 Grade ist, verschwinden mufs. Es 
ist also 

o?x 
—4_-——1=0, 
os: 
und hieraus 
OXx 
— _— = Gonst. 
os 
j . u. O8 rn , ..u2 Or . , ae: 
Dieser Werth für - - U und die ähnlichen für —.—- .... — in die Glei- 
Os #»#E, o$S 


chungen (7.) substituirt, nachdem darin rn statt 3 Variabelu gesetzt sind, 
geben die Gleichungen (9.). 
Hamm, den 7. Novbr. 1842. 
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14. 
Beweis, dafs ein Vieleck mit gegebenen Seiten am 
sröfsten ist, wenn seine Ecken in einem Kreise liegen. 


(Vom Herrn Professor Umpfenbach zu Giefsen.) 





lLehrsatz. Unter allen Vielecken, welche mit den Seiten a, b, c, 
d, e in der angegebenen Reihenfolge construirt werden können, ist der 
Inhalt desjenigen ein Maximum, welches in einen Kreis eingeschrieben wer- 
den kann. 

Beweis. Es sei das Fünfeck ABCDE (Fig. 3. Taf. I1.). Zerfällen 
wir dasselbe durch eine Diagonale AC in ein Dreieck und ein Viereck, und 
stellen seinen Inhalt, gleich dem des Dreiecks und des Vierecks, durch Z 
vor, so ist bekanntlich 

2Z = absine + cdsinz +desiny— cesin(z-+y), 
daher, für das Maximum, 
2dZ = abcosedxz + cdsinzdz + desinydy— cesin(z+Yy)(dz +dy), 
welches = 0 sein mufs und woraus folgt: 

— abcosedz = cdcoszdz + decosydy — cecos(<+y)(dz-+dy). 
Es besteht jedoch noch eine Gleichung, welche die Werthe von x, y, x mit 
einander verbindet und welche sich ergiebt, wenn wir die aus dem Drei- 
ecke und dem Vierecke gezogenen Werthe von AC? gleich setzen, nämlich: 
a@ +5’ — 2ab cose = e +d’+ e— Ned cosz — ?decosy + ce cos(y+z), 
woraus durch Differentiation folgt: 

absnxzdxe —= cedsinzdz +desnydy— cesin(y+z)(dy-+dz). 
Dividiren wir die vorige Gleichung durch diese, so kommt 


cosz __ edeosydz—tdecosydy—cecos(y+z)(dy+dz) 








sine “ edsnzdstdesinydy— cesin (y+3)(dy+dz)' 
Schaffen wir Jie Nenner weg und vereinigen alle Theilsätze in dem ersten 
Gliede, so ergiebt sich 
edsnis +x)dzs +desn(e+y)dy—cesin(Yv+z+r) (dv-+dz) = 0. 
Setzen wir jetzt die Multiplicatoren der Differentiale der unabhängigen Va- 
riabeln = 0, so kommt 
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edsn(2+ x) cesn(ytz +2), 
desn(2-+y) = cesin(ytz+r), 
oder. was das nämliche ist, 
d u e d ce 





sin(y+z+2) ” sin(y+x)’ sn(y+z+2) ”  sin@e+y)' 

Es sei nun ABCDE dasjenige dieser Fünfecke, errichtet auf deu 
Seiten a, db, e, d, e, welches in einen Kreis eingeschrieben werden kann, 
so ist 2 = 180° — 4Bog. ABC, z = 180° — 4 Bog. EDC, folglich +2 = 
360°— 4Bog. ACE = 360° — 180°+ Bog. AE, folglich sin (+2) = — sinACE. 
Es ist aber der Halbmesser r des Kreises, welcher durch die drei Puncte 











Y irtd ze Mn —+e ne ’ © . 
4, C und E geht, = —rp; also = — at)‘ Dieser Halbmesser findet 
sich ebenso = ———, BP dla suctuiit. ud = ln SER Es 
sn (EAB+DCB) sin (e+y+ 2) sin (+7) ' 48 
a 2 d | r 
ıst mithin sin (<+ 2) u sin (2+7) _— sin(@-+y+2)' Das Vieleck, dessen 


Inhalt ein Maximum ist, stimmt also überein mit dem Vielecke, um welches 
ein Kreis beschrieben werden kann; w. z. b. w. 

Dafs die Aufgabe, den Halbmesser eines Kreises zu finden, umschrie- 
ben einem Vielecke, dessen Seiten in einer vorgeschriebenen Ordnung gegeben 
sind, eine bestimmte Aufgabe sei, kann wie folgt nachgewiesen werden. 

Zuerst ist bekannt, dafs der Halbmesser eines einem Dreiecke um- 
schriebenen Kreises vermittelst der drei Seiten desselben ausgedrückt wird. 
Es seien nun a, 5, c, d die vier Seiten eines Vierecks, welchem ein Kreis 
umschrieben werden soll, « eine Diagonale desselben, so ist r=f(a, b, w) 
= f(c,d,u), woraus sich durch Elimination von u, r= Fa, b,c,d) er- 
giebt. Es seien a, db, c, d, e, die Seiten eines Fünfecks, welchem ein 
Kreis umschrieben werden soll, « eine Diagonale desselben, so ist r = 
f(a, db, u) = F'(c, d, e,u,); woraus sich wieder dureh Elimination von z, 
r=D(a,b,c,d,e) ergiebt. Auf die nämliche Weise wird der Beweis auf 
ein Vieleck von einer beliebigen Anzahl von Seiten ausgedehnt. 

Die Ausführung der Rechnung für das Künfeck führt jedoch schon 
zu einer Gleichung vom ?ten Grade. 
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15. 
Beweis eines vom Hrn. Professor Steiner aufge- 
stellten Hehrsatzes, Bd. 15. Heft 4. No. 26. 1. 


(Von dem Herrn Conrector Fasbender zu Iserlohn.) 





Kine Ebene P soll sich, indem sie stets durch einen festen Punct X geht, 
so bewegen, dafs, wenn man die Cosinus der 2 Winkel, die sie mit n ge- 
zebenen Ebenen einschlielst, jeden mit einer gegebenen Gröfse multiplicirt, 
die Summe dieser Producte stets einen bestimmten Werth 8 hat. 

Die genannten Winkel bleiben dieselben, wenn man jeder der gege- 
benen n Ebenen eine ihr parallele substituirt. Diese substituirten Ebenen 
sollen sämmtlich durch den Punet A gelegt werden, durch welchen die 
bewegliche Ebene P geht; zugleich soll dieser Punct der Anfangspunct 
eines rechtwinkligen Coordinatensystems sein. Die Gleichungen der gege- 
benen 2 Kbenen seien nun 

A,2+B,y+ Cı2 
4,2+B,y+C;z 


0, 
0, 


| 


A,ce+B,y+Uz =(. 
Die Gröfsen A,, B,, C,; A,., B,, C;, etc. etc. A,, DB, und C, sind also 
sämmtlich gegeben. 
Die Gleichung der beweglichen Ebene sei 
Ax-+-By-+VÜz el), 
Kerner mögen die Winkel, welche diese bewegliche Ebene mit jeder der ge- 
sebenen n Ebenen eiuschliefst, der Reihe nach durch mit ®,, D,, etc. D,, und 
die Gröfsen, mit denen die Cosinus dieser Winkel multiplieirt werden sollen, 
der Reihe nach durch fi, f, ete. f, bezeichnet werden. Man hat alsdann 


rt 2): AA, +BB,+C0, niuig 
cs9 = YRrIRB+OHvVar+RFe)? 
f COS N ——— ö A Zn = ‚ Ir, h 2. a b R e fı Bi 
6054 = ZRIRLOVAHBFO TV2+BR+C)VAH+BR+O) 
C fı €, 


7 vA+BR+C)" v(A+Bi+C)’ 
und ähnlicherweise 
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s — A f: A: b l: B, 
RM RR VB) T VORFBLCH VOR+B+O 


1 C 10 fi 
v2+B+C'VvAIPRTIG 


N F un B {x B. 
esd, = FIR}, VALBRFOn FVoRFRFC Voe+E 
a4. [Un 
+ vV(42+B?+C:) 'V(4-+-B3+0)' 


fi cos®, +fcosd, +....f.cos®, = 


Hieraus folgt 


A } FE + 1.4: + In A. N 
V(A?+B?+C: VarR- +6) V(4 :,B° +(2) TUT VID 

B ES Be _° R Be * bb; f„D | 

TYP rOo) von oStvaießıeot'varkro)! 

BEE 6 f, € Fr f; € ’q2 f» Ü, 1} 

7 V(A?+B?+C%) vo VEEFB+O) Tyc R+B2+ 02) Tatyae +20) 


Die auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Summe hat den Werth 8. 
es 
Seizt man nun der Kürze wegen 








fi A f, A, fa An am 
v@+B+0) tVv@sBre rt vater) 4 

(A 5 f.B;: fr B. U 
vaıBRı+ao) trvazrkıo)t"vaereıo Po 

f IR 413 + u. % f,€© ru +. fr Un TER 2. 


vVIerzRIO "VIER LO VERHBHCO. 
so sind A,, B, und C, bekannte Gröfsen, und man hat 


A B ( ©: 


S= var It vaoseıo Prtvazero) 





also ist 
WI HA +BB,+60, ers ee. 
VEELB?+O). Vv(#+B+C) — vV(4+B?+0)' 
Da die Gröfsen A,, B, und Ü, bekannt sind, so ist auch die Ebene be- 
kannt, welche dargestellt wird durch die Gleichung 
(©.) A,2 — By+ Ü,z I 0. 
Ist ®&, der Winkel, den diese Ebene mit der beweglichen Ebene bildet, so 
hat man a AA, +BB,+CC, 
"m TTYVIA?+B?+02).V (A3+B3 +02)" 
5 
cosd, = Vi A®+B?+ f 67) 


Hieraus folgt 
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Demnach ist der Winkel ®, constant. Die bewegliche Ebene bildet also 
mit der festen Ebene (©.) stets denselben Winkel ®,. Diese Eigenschaft 
kommt aber, wie sich leicht zeigen läfst, den Tangential-Ebenen eines 
geraden Kegels mit kreisförmiger Basis in Beziehung auf eine Ebene, die 
auf der Axe des Kegels senkrecht steht, und auch nur ihnen zu. Die be- 
wegliche Ebene ist also stets Tangential-Ebene eines Kegels. Die Axe 
des Kegels steht auf der Ebene (©.) senkrecht. Da seine Tangential - 
Ebenen sämmtlich durch den Punct Ä gehen, so ist dieser die Spitze des 
Kegels. Der Erzeugungswinkel desselben ist 37—®, und hängt also 
von dem gegebenen Werthe von S ab. Die Bestimmung der Axe und der 
Spitze des Kegels dagegen, die keinen bestimmten Werth von S voraus- 
setzt, gilt für alle Kegel, die den verschiedenen Werthen von S entsprechen. 
Diese haben’ also sämmtlich dieselbe Axe und dieselbe Spitze. 

Aus dem Werthe von cos®, ergiebt sich für S, als Maximum, S’ —= 
A:+B?:+C:. Hiefür ist &,=0. Die bewegliche Ebene fällt also dann 
wit der festen Ebene (©.) zusammen; die Kegelfläche hat sich in letztere 
verwandelt, indem der Erzeugungswinkel = 47 wurde. Werthe von $, 
die sich nur durch ihre Vorzeichen unterscheiden, bestimmen denselben 
Kegel. Es entsprechen denselben nämlich Werthe von ®,, die sich zu 7 
ergänzen. Offenbar aber ist die Gesammtheit der Ebenen, die, durch einen 
gegebenen Punct gehend, mit einer gegebenen Ebene sämmtlich den Winkel 
®, bilden, identisch mit der Gesammtheit derer, die in derselben Art den 
Winkel #—D, bilden. Da demnach nur positive Werthe von S zu be- 
(trachten sind, so ist im Minim. S=0. Dem entspricht ©, = 47. Die 
beweglichen Ebenen stehen also hier sämmtlich auf der festen Ebene (©.) 
senkrecht und schneiden sich mithin alle in dem durch den Punct K auf die 
Ebene (©.) errichteten Perpendikel, d.i. in der gemeinschaftlichen Axe 
sämmtlicher Kegel. In letztere hat sich alsdann die Kegelfläche verwan- 
delt. indem der Erzeugungswinkel 47 —D, gleich O0 wurde. 

Iserlohn am sten Juni 1842. 


> 
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16. 
De orbitis eometarum ex observatıonıbus determinandis 
commentatıo. 


(Auct. Dr. A. T. Bergius, ad Acad. Upsaliens. Docens Astronomiae. ) 





Au quaestiones nostrae aetali gravissimas Astronomiae ea sine dubio esi refe- 
renda, quae in natura et molu cometarum indagandis et in orbitis illorum ex 
observationibus determinandis versatur, quod problema summus jam Newton 
in prineipiis Philosophiae naturalis diffieillimum nuneupavit. Post Newton viri 
celeberrimi Euler, Laplace, Lagrange, Olbers, Legendre varias hujus pro- 
blematis solvendi vias inierunt. Methodus nunc temporis maxime usilata, quae 
etiam simplieitate sua brevitateque nescio an omnibus aliis palmam praeripiat. 
est ea Cel. Olbers !), quae, formulis a Cel. Gaufs ?) ad simplieissimam for-- 
mam reductis, viam nobis aperuit brevissimam, qua ad nolitiam approximativam 
orbitae cometae ex tribus observationibus geocentrieis pervenire possumus. His 
methodis elementa parabolica cometae observali invenimus. Quum vero maxime 
probabile est, comelas, qui nosira aetate observentur, in orbilis elliptieis mo- 
veri 3), et quum ex comelis super centum ei quinquaginta jam observatis *) 
elementa elliptica quattuor tantummodo a Cel. Halley, Olbers, Encke et Bielu 
diversis temporibus compulata sunt, summo jure dicere possumus,. nos a vera 
cognitione orbitarum plerorumque cometarum valde esse remotos, ne de natura 
et indole horum corporum coelestium loquamur; quamvis post summum Neiwton, 
qui sagacilate sua animi superstitiosum illum horum corporum terrorem removil. 
eliam haec pars ‘Astronomiae nostris certe temporibus maximis progressibus 
se gaudere possit. 

Post tantos viros, qui in his disquisitionibus summo studio sunt ver- 
sati. multis haud procul a temeritate remotum videri potest. nos, specimen 


1) Abhandlung über die leichteste und bequemste Methode die Bahn eines Cometen zu be- 
rechnen. Weimar 1797. 

) v. Zach. Monatliche Correspondenz zur Beförderung der Erd- und Himmelskunde 
XXVIll. Band pag. 501. 

') Laplace, 'Traite de Mecanique celeste. "Tome Ir" p. 232. 

+) Catalogum optimum orbitarum omnium cometarum adhuc computatarum viri Cell. Schumacher. 
et Olbers tradiderunt, in particula prima et tertia ın „Schumacher’s Astronoimischen Ab- 
handlungen.” Orbitae cometarum post 1825 computatae in variis numeris „der Astronoini- 
schen Nachrichten” a Schumacher sunt contentae. 


7 
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Astronomieum ediluros. istam materiam potissimum elegisse, nisi in eo excu- 
salionem quamdam haberemus, quod novus ab Luugier Parisiis his ipsis tem- 
poribus cometa inventus, summum in nobis hujus rei pertractandae erexit stu- 
dium. Indulgentiae igitur Astronomorum has studiorum nostrorum recommen- 


damus primilias. 


$. 1. 


Ad problema de orbitis comelarum delerminandis plane solvendum in 
genere Ires observaliones requirunlur, et sane omni rigore solvi posset, nisi 
aequaliones, ad quas hac via ducimur, gradus lam elevali essent et lam com- 
plicatae,. ut ad methodos approximalionis nos confugere necesse sit. 

Si corpus coeleste nostri syslemalis solaris consideremus, cujus distanlia 
a sole = est, cujusque posilionem in spalio determinemus coordinalis reelan- 
sulis X, Y, 3, quorum originem in centro solis ponamus, si dislanliam medianı 
solis a tellure unitatem distantiae ponamus, si porro u, summam massarum solis 
alteriusque corporis coeleslis exprimat, et vim altraclivam solis ul unicam in 
hoc agentem consideremus; hae relaliones !) salis sunt cognilae 


d?x ru d?y yu d’z su 


ur, — —-ı == .(), -— el)... 1). 
TE dt: ja } 3 (1) 
 quibus sine ullo negotio tres integrales primos deducimus sequenles 
ydz—zdy __ u 
di Sa de dt 





sde— xdz 6: 2 Eu AR MEERE 2, 
ubi @, D et e conslantes arbitrarias integratione inductas exprimunt. Si Ires 
aequationes (2) respeclive cum X, 4 el 2 mulliplicemus, additione obline- 
bimus 

BEHERTRE END...» 2.800 0 Ah 
(uoeirca eoneludimus, orbitam, in qua corpus coeleste movelur, in plano esse 
sitam, quae per centrum solis transit. 


S. 2. 
Si aequationes (1) respective cum 2dx, 2dy et 2dz multiplicemus 
additione et integralione, designante A conslantem arhitrariam, obtinebimus 
da’ +dy?+dz3? _ 2u h 


dt: or a 


I) Laplace, Mec. cel. Tome [er pag. 157. 
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eujus valoris substitutione in aequatione 
y? (dx? +dy? +d:2?) rıdr? M 4 ’ | 
FE .— — —ar+rb+c . 
di? dt: ++ (3) 
quae ex aequalionibus (2) stalim sequitur, si relationem observemus »' — 


z’+y’+2z°; prodibit hie ipsius di valor 





rdr 
Mia V(2ur—hr?:—k?) a (4). 


ubi brevilalis gralia @-+b:+ ec” = k’ posuimus. 
Designet dv angulum infinite parvum inter duos radios veclores con- 


secutivos. erit 


de +dy’ +dz’ = dr’ +r’dv' 
quibus in (3) substitutis. relatio haeece inter areas et lempora inlerque cele- 


dv ’ ) ’ cas 
rilatem angularem —— et radium veciorem salis cognila prodibit 


di 
kdt 6 
Si pro di valorem suum ex (4) substituamus, prodibit 
kdr 
ne u se Ö 
4 rV (2ur—hr:—k?) (0), 
ex qua aequationem polarem orbitae integratione obtinebimus. Ex illa 


aequatione maximus et minimus ipsius ” valor determinalur hac relatione 
Zur—hr—k’=0. Si igitur maximum ipsius » valorem per a(1-Fe). mi- 


: u . u 
nimum vero per «(1 —e) exprimamus, erit summa horum valorum r el pro- 
? 











h? un € 
duclum Z-, quo pro constantibus & et 4% sequentes obtinebimus valores 
) 2 m 
quibus substitulis aequatio differentialis hanc induit formam 
— e2)) d | 
aut Ya e))dr (8). 
a a pe 2 
? V(e: a(l—e )) 
Illa integrata sub positione, ® evanescere, quum r=ua(l1 —e), ellicit 
a(1 —e?) 
i+ecoosu 20 (b). 


quae est aequalio seclionum conicarum, origine coordinatarum in altero foco 
posila, in qua e excentrieilaiem ei v angulum, quem radius vector cum axi 
majori @ facit, a Perihelio computatum, exprimunt. 


25% 
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$. 3. 
Si orbita esset valde excentrica, ut comeltarum semper est, formulae 
motus elliptiei in series convergentes facillime evolvuntur. Quum hoc casu e 
ab unitale parum dillerat, aequatio (5); distantia minima a(1— e) =g posita. 
in hanc abit 


/ Pr > 
= / — —, el evolutione facta 


ee 
cos? }v (1 + „tang? to) 


0 2.45 Weg Ze Ben an Fe », oe 
/ ee, Er tang 1 lang” sv “=; lang au +etc., (9) 


Hoc valore pro r in (5) substituto pa 





‘) 


de u arrE ae (1 + lang’}v v) 11 ir tang’- vr. eu BD tang* 
—( ı dv 
-(Gz =) lang’ dv + etc. I u . 


et evolulione et integratione sub positione 2 evanescere, quum v —=0. 


2q° | | ) mi 


u V (wa(l—e?)) 


= 7 tang’iv— etc. (10). 


Si orbita in parabolam abiret, erit e=1 et Yy(nall—e')) = yY(2ug), 
quo igitur casu formulae pro r et # hane induunt formam simplieissimam 


"= Ad 
. 2 (€). 
v2 op) 
t= Ar -(lang4v + 4tang’}v) 


Designantibus »’ et v’ radium vectorem et anomaliam veram, quae lem- 
pori 2 conveniunt, erit 2 — £ tempus, quo cometa arcum parabolicum, inter duos 
radios vectores contentum, describit. Posita igitur massa solis = 1, quantitate 
autem materiae cometae respectu solis neglecta !) erit a—=1. et ideo 


') Jus hujus sup positionis nobis concedunt infinite parvae massae omnium cometarum obser- 


vatorum. Wide inter alios Liltrow „über den gefürchteten GCometen des Jahres 1832 und 


über die Cometen überhaupt. Wien 1832. pag. 38.” 
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U! —t= y(2g)(lang4v‘ —tang4}ov +} (lang’}v’ — tang’}v)) | 
er) | 


Si ce chordam exprimit arcus hujus, quem radii vectores r et r’ subsecant, erit 


(11) 


Dir 


r = g(l-+tang’!v), r' = g(1 + tang’ 


€ p” N r” —?2rr‘ —v 


l 





h 

} 
= 
| 

© 
x 
S 





quapropter 


1-+tang?4(v— eo) 
Quum vero sit 
tangz(v/‘ — v) Htangzv 


anelv — r = g(l-Htang” }v) 
u 20 1— tangs+(v’—v)tangtv’ ir Br 





erit 
r(1-+tang? 4(0’ — r)) 
FE ge er u)? 
q* (A-+-tang? 4v)? 


Far 2 (v— v)tang Lu)? 


r' = g(1-+tang’}v‘) = 








Ir +rtotr+r—-) = 
Si breviltalis gralia ponamus 4 r+r+e)=m, Ur+r'—e)=n, erit 


,) Pi si o? ı 
men = — EEE +0) + gtang? (u — v)(1-Hlang? 40)? 








1—tang}(v—ov) tang4v. ) 


(1—tangs(v‘ — v)tangtı 0)? 


= +2y (mn) tang? 1(v' — v) -—— 
ideoque 


‘ 124 Vm + Vn 


Expressio (11) pro —t etiam sequenti modo seribi potest 


— /2YP) ee —v)(1+tang? 4)? ee Ho—o)(+tang? 4: Fo 


—tangz3(v’— v)tangzv)? tang 4 (v — v)tang} 








quae valoribus jam inventos introductis in hanc abit formam 


v2 Su} 2. 4 
—t= .; (m’En?) = HUr+r+oFir+r'—c)?. (d). 
Si tempus #°—£ in diebus expressum desideramus, hoc per constantem in 


Iheoria motus k = 0,0172021, cujus logarithmus est look = 8,2355814. mul- 
liplicari necesse est. !) 


') Gaufs, Theoria motus corporum coelestium pag. 2 
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Expressio illa elegans, quae tempus per duos radios veclores et chor- 
dam dal. a Cel. Euler inventa !), og: a Cel. Lambert ?) fuil applicata. 
Signum superius vel inferius valet, prout v® —v infra vel supra 180° est. 


S. 4. 
Si ayz, w'y'z’, xyz coordinatas trium punclorum in orbita cor- 
poris eoelestis. quae in plano per centrum solis transeunte est sita. designent. 
Ires sequentes aequationes ($. 1.) habebimus, 


ax +by-+cz = 0 
axz' +by' +cz’ 0 
axz’t by’ + cz 0 


II 


De b C 
ex quibus eliminalione duarum quantitatum nn el . sequentem aequalionem ob- 


tinemus eonditionalem 


(very) +lyet yo) ty yet = 0, 

()uum vero y 2’ — y'z' ne in Ar, y2 areae duplicis trian- 
ouli exprimit, qui per centrum solis et puncta &’y’‘2z’, x’ y‘‘z’ determinatur, si 
aream hujus trianguli duplicem per [r‘r’‘], sieuti triangulorum, quos radii vectores 
r etr’, et r et r’ formant, per [rr‘]| et [rr‘] designemus, aequatio illa con- 
ditionalis formas tres induit hasce, prout bet e, «etc, vel « et 5 eliminantur 


rt ]2e — [rr"])2’+-[rr]z”’ = 0 
[fr )y —Irr")y’ +lrr)y = (12) 
[r'r'])& — [rr']z2’+[rr]2”’ = o) 


quae aequaliones sub tribus formis diversis eandem  exprimunt conditionem. 





Posito: 
0, g', ge” tres distantiae curlalae comelae a tellure; 
a, a, a - longitudines geocentricae observatae: 
d, 0%, 0° - latitudines geocentricae: 
Oo, ©,@ - longitudines solis: 
R,R',R'’ - distantiae telluris a sole; 
t, E, E° - tempora observationum. 


I) Leonh. Euler, Theorie der Planeten und Cometen, von Johann Freiherrn von Paccassi über- 
setzt und mit einem Anhange und Tafeln vermehrt. Wien 1781. pag. 148. 

?) Lambert, Insigniores orbitae cometarum proprietates Augustae Vindelicorum 1761 pag. 40. 
Cir. Laplace, Trait& de mecanique celeste. Tome I*" pag. 196, et Gaufs, "Thheoria motus 
corporum coelestium pag. 123. 











16. Bergius, de orbitis cometarum ex observationibus determin. commentatio. 195 


erit 
—=p.cosa —R c0sO, y=esin« —Rsin®, x =o lango. 
x‘ =g' cosa' —R’ cosO®‘, y’=esina‘ —R'sin®‘, 2’ =o‘ tangd‘, 
2 — 0"'cosa” — R'c0sQ“, y“‘= p“ sina‘— R’sin®”, 2 angd” 
His BE in aequationibus (12) substitutis oblinemus 
[r’r'|(o cosa—Rcos®) — |rr”](g’cosa’— R’cos®’) + |rr' | (vo cosa"— R’’ c0s®‘) 
[r’r']/osina — RsinO) — [rr"](e’sina’ — R’sinO‘) + [rr‘ | (g“ sina” — R’’sinO“) 
Ir’r” |otangd — |rr|o‘ tangö’ + [rr‘]g" tangd” = 0. 


| 


Ü, 
0. 


\ 


Ex his tribus aequationibus tres quanlitatum quinque incognilarum g, 0%, 0", 
er] [vr] 
Ir»’] ? [vr] 


cum cos®’ multiplicemus et ex producto primam per sin®’ multiplicalam de- 


eliminalione removere possumus. Ad quem finem si secundam 


trahamus, ad hanc aequationem dueimur 
Ir'r‘ |(esin(«— ©) + Rsin(O’— © )) — [rr”]e’ sin (a — ©) 
+ [| r’](e” sin(a"— ©) — R’sin (O’— ©‘)) 


Valore ipsius [»r"]o" ex aequatione terlia deduelo in hoc substituto, prove- 


niel haee ipsius g expressio 
5 N Ne Tr Enke — - ©') 
2 [rer] ' tang ö” sin (@’ — Oo) —tangd’sin(@ un 





N‘ tangd’ [r 'r'] Rsin (O’ — -O)—I[rr‘] R'’'sin (© — oO) 
[vr] tangö’ sin (@® —@) —tangösin(ea’—Q@) ' 


Ulimum hujus expressionis membrum simplieciorem induit formam, si eliam pro 
tellure eundem sienificationis modum introducamus, ut habeamus 
IR'R’|=R’R’sin(O'’— ©’), [RR’]= RR’ sin (©’— ©), [RR'|= RR’sin(O’— OD). 
Sit porro brevitalis gralia 
mM — ee 0 ee — Sr) 
tang 0” sin (@’ — ©) — tang od’ sin (@’ — 9) 
. _ tang d’sin(O'— ©) Be N 





tang ö’’ sin (e'— ©’) — tang ö' sin (@’'— ©’ ) 
prodibit 


—e rt . E IR’ R”] .. . h 
v“ — Fr] Merl — TRR) )» R i - (f ). 


QJuamcunque seclionem conicam comela describat, eam in parte orbitae. 
in qua nobis est visibilis, parabolae sese applicantem considerare possumus. Quum 
vero, ut vidimus, areae, quas radius vector diversis describil temporibus, his 
ipsis temporibus sint proporlionales, et areae triangulorum duplices |r’r‘‘], 
|rr’] parvis temporum intervallis a sectoribus parabolieis correspondentibus 
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parum differant. eoque minus duorum triangulorum ralio a ralione sectorum para- 
bolicorum sint diversi, quumque, quod ad orbitam telluris adlinet, parva ex- 
centrieitate orbitae ejus considerata, id fere omni rigore pro intervallis tem- 
porum aequalibus dicere possimus; sine magno errore slatuere possumus: 


1 f’ zii Ir.‘ C} [R’R‘] (13 
Pe [vr] uns IRR u Yard 3) 
j’' BL f h ei! , | 
et. iM= Ta ‚M’, expressionem (f) ad formam hanc simplieissimam reducimus 
. rt’ PR it’ 
o‘  —— nme ; M'o — {1 Mo . . A h r (9). 


gr 


guae ralionem inter p el in quantitatibus cognitis suppeditat. 


Ut radios vectores r, r‘“ et chordam correspondentem c per eandem 
quanlitatem g exprimamus, has notamus relationes 


at, Seth tet, elta yet) 
[Z „st 


Si pro 2, y, 9, 2, y'; z‘‘ valores suos introducamus et observemus. esse 
— Mo, expressiones sequenles sponte prodeunt 


1 u A M E ——].) Ro cos(a«— O)+ R:) 


m... 
A ce M® Me. MLR'' i ar R''" 
= or geos(a"—O)+R'"). 
quae, posilis 
cosd cos (& OO) = cosW, cos d’’ cos(a’— &') = cosıW‘ (Ah) 
Rsnv = B, R'snv"=B' . () 
in has abeunt caleulo numerico commodiores 
r = — Reosy) +B°\ 
Vz; Y m | 
(14). 


= rn + 


UÜt pro chorda e commodam obtineamus expressionem, posiquam valores 


ipsorum 2, Y, %, 2°, y‘', 2° fuerunt subslitutae, quinque quantitates auxilia- 


ves 9, @, A, H, £ computamus ex aequationibus hisce suppositis 

BR c0sO’—R 0050 = 9.05G, vel R’cos(@’— O)— R=geos(@— ©)] 
R'sin®’—Rsin® = gsin@G, vel R’sin(O’— ©) = g sin(G— a (A) 
M cosa”— cosa= hcoslcosH, vel M— cos(a'’—a) = hcoslcos H—a“) 

M sina’— sina=hsin(sind, vel  sin(a“—a) = A sind sin ra) (d) 
Miangd’—tangd=hsine, vel Mitangd“—tangd = A sin? | 
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quarum ope ec sequentem oblinet valorem 
c= v YohcosfcosH—gc0s@)’ + (ehsinl sin H—g sin @’ + 04° sin’C! 
— Y{eh’—2ohg cosl cos(@—H) +4?) 
quae formula ulteriorem haud abnuit simplificationem, si ponamus 
cosfcos(@—H) = c0s® . . . . . (m), 
Be (n). 
quo reducitur ad hanc 
e = v|il(eh—gcosd)’ + A) 


ei ulterius progrediendo, si slatuamus 





oph—gcosd = u, mwflt op= a Lu .... (0), 
ad hanc simplieissimam erimus perducti 
ve Ay. yon, Mi. (9): 
Expressiones ipsorum r et r’ simpliciores reddere etiam licet. statuendo 
hcos0o = b 
h cos ö” wa PE 
gmp—bRosyv —s | (r) 
geos® —b’R’'cosy' = ss“ 
quo has formulas simplices pro r et r‘' obtinemus 
u ut+s \? } 
Ve) HB 
RN: | > (s). 
ei 0 ; TR 
a >; At zieh. \ 


dd 


Ex his formulis, quibus quantitates 7, r’' et c exprimuntur. ı ita determinetur 


necesse est. ut exinde aequationi Lambertianae satisfiat 
3 4 


3 
Fr+r' +? —(r+r'—e?! = - en + Zu 


m 


denotante m tempus dierum 9,6887401 et ideo logm —= 0,9862673. Aequa- 
tio haec experimentis tali modo resolvitur, ut a valore ipsius #r+r‘‘ supposito 
egrediamur, cujus substitutione valorem correspondentem ipsius ce determinemus. 
quo u, r et r’’ ex aequationibus (») et (s) eliciamus. Quo facto novus valor 
ipsius #+r obtinetur, ex cujus congruentia cum valore supposito veritatem 
resultati concludere licet. Quum vero hoc plerumque non evenit, valor hie 
novus ipsius r + r‘ eodem modo adhibetur et calculus idemtidem repeti- 


tur. donec congruentia perfecta eflicitur. Primum valorem adhibere possumus 
Crelle's Journal f.d. M. Bd. XXV. Heft 3, 26 
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r+r’=N, quum r+r” < 1 esse non possit, quamdiu distanlia apparens 
comelae a sole mojor quam 30° est, quod fere semper evait; et r+r"’>3 
perraro est, quoniam cometae nobis intra orbitam Martis plerumque sunt visibiles. 


Tali modo # ea, quam obtinere possumus, perfectione computato. p el 


0" ex aequationibus supra traditis determinantur. | 
S. 6. 


Quantitatibus o et po" jam cogmitis facili negolio elementa orbitae eliciuntur. 
A hune finem ponamus, exprimere 


?*1. X’ loneitudines cometae heliocentricas ad tempus primae et tertiae obser- 
valionıs: 





2. {3° latidudines heliocentricas; 


", © loneitudines in orbita; 

% longitudinem nodi ascendenlis: 

’ inclinationem orbitae, semper intra 0° ei 90° contentam, si more usi- 
tato inter cometas, qui direcete vel retro moventur, destinguamus ; 

7 longitudinem perihelii; 

T' tempus transitus per perihelium: 

y (distantiam in perihelio. 


Si projeetiones locorum comelae in planum Ecliplicae consideremus, 


ope trigonometriae planae ad quantitates A, ß, X’, ß” determinandas sequen- 
tes faeillime eollieuntur formulas 
p cos(a — GO) — R 
p sin (u — ©) 
p tangd 
0" cos(a"— O')—R‘ 


HH san f ni (Sr 
p’’ sin(u‘ — 9) 


| 


r cosß cos(X\— ©) 
rcosß sin(X\— ©) 
rsinß 
r''cosß’'cos(A'— ©) 
r’'cosß’sin('A’— ©’ 
eo’ tang d“ = r'' sind 


| 


\ 


) (4). 


| 


(uoniam sex aequaliones habemus, valores ipsorum r et r’ ex his etiam eli- 
cere possumus, quorum congruentia cum jis. ex quantitate # deduclis, veritatem 
calculi confirmat. Cometa directe vel retro movetur, prout A’ majus minusve 
ıpso A est. 





Ad longitudinem nodi ascendentis et inclinationem orbilae determinan- 


das ex prineipiis trigonometriae sphericae, si aequationem observemus identicam 
sin(A’— R) = sin((A—R)+(A’—A)). sponte sequitur: 
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+ianeß = Tang? sin X — N) 
tang P"— tang fcos: A'—4) ufonan + 


+ TE ' run Tesla - = lang? cos (N — 83) 





ubi signa adhibeantur superiora, si cometa direete moveatur. sin vero relro. 
inferiora. 

Ad longitudines in orbita determinandas sine ullo negotio formulae de- 
ducuntur haecce 


taue(} — 5) 
——— Baus lang (v AR 8%) / 
cos?! r 
tang (A’— (7) a Yandt nm‘ s . . . . | / ) 
— ee | ang \® a 06) 
cos? 


Formulas motus paraboliei supra traditas respicientibus formularum pro 
determinatione longitudinis perihelii et distantiae minimae deductio erit in aperto. 





si tantummodo observemus esse cos} (e’— 7) = cost ((v— 7)+(v” —v)): 
bo DerRanE 22 | 
Vr t.!Wg 0540 — 7) . 
. 4 
cotg 4(v’— v) 1 DERER (0) 
— — Te Zi u iu lo 2)\ 
Vr sind (v —v)Vr Vyq 


Ex tabulis Barkerianis ') (vel ex aliis tabulis motus cometarum ) jam 
motus eliciuntur medios, anomaliis vers v— 7, v'—rz vel r— vr, mr—v” 
correspondentes; quos si lilteris N, N“ designemus, duas expressiones temporis 
transitus cometae per perihelium obtinebimus sequentes: 

T — FF Nng: = #2 N’ng: A Ef 3 
ubi siena valeant superiora, si motu directo vo, >z, v"’>r sit, vel si motus fiai 
reiro. et st e<7z, v’<7; signa vero inferiora casus respiciunt Oppositos. 
Constans est n quanlitas, cujus logarithmus = 0,0398723 est. Duorum igsius 7 
concensus valorum veritatem confirmat caleuli. 

Ex elementis tali modo indagatis longitudo et latitndo geocentrica co- 
meiae pro tempore observalionis mediae computantur, quorum valorum com- 
putatorum cum observalis consensus ultimam caleuli trutinam suppeditel, ex qua 
judicare possumus, quanla cum accuratione elementa fuerint determinata. 

Elementa orbitae hoc modo determinata non sunt nisi approximata. 
Superest igitur serulari, quomodo ex hac prima elementorum determinalione 
ad cognitionem horum, quam observationes concedant. accuralissimam perveniri 


') Olbers, Abhandlung über die leichteste und bequeimste Methode die Bahn eines Cometen 
aus einigen Beobachtungen zu berechnen. Weimar 1797. 


26 * 
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licet. Priusquam autem hanc rem adgrediamur. superiorem juval ad calculos 


numericos accommodare theoriam. 


S. 7 
Compwiatio elementorum approximalorum cometae 28 Oct. 1842 Parisiis 
a Laugier invent:. 


In observatorio Regio Berolinensi loci apparentes sunt observalti se- 


quenles: 


1842 Nov. 5.326081 t.m. Berol. A.R. 268’°12’22,4  Decl. +52" 1453 1 
7.367911 271 37 34,3 +46 357.2 
3.370782 273 915,1 + 42 43 27.2 
Ex his observationibus pro & et ö valores prodeunt sequentes: 
u ..265° 33° 20,9 0 ..725° 40° 51.2 
a' ..273 13 27,4 ö’ ..69 30 28,9 
a''..275 43 51,5 0..66 7 18,5 
Ex tabulis porro colligitur astronomieis: 
O ..222° 59 17.2 log R ..9,9959650 
9 ..225 2 22,9 log R’ ..9,9957465 
O'..226 2 52,8 log R’’..9,9956406 


i) Vt 


caleulus prode at facılıor r qunque tantummodo locos 








Quibus ex datis calculus hoc modo confieitur: !) 
tangd’..0,42745 tangd..0.59303 
sin (& — &°).. 9.812368 sin (a — ©’)..9.87233 
0.24013 0,46536 
0,39291 
0,07245 
9,58745 
0.48500 
tang d”’..0,35391 tang ö’..0,42745 
sin (a — ©')..9,87233 sin a’ — ©)..9,88860 
0.22624 0.31605 
0,72860 
9,58745 


deeimales adhibemus et tabulas, 


quibus logaritlımus summae et differentiae duorum numerorum ex datis horum logarithmis 
In usum vocamus. 


elicitur, 
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loe(’—£)..0,00124 ne, .9,.99564 log R'..9.99564 
log‘! — £)..0,31002 cos (DO — .9.99938  sin{@’— ©)..8.72738 
9,69122 7 99502 8.72302 
0,48500 loc R..9,99596 7.33002, 
| oe M..0.1762% 2.66594  tang(@-- ©)..1,39300, 
| 7.33002, G..315' 18° 17.2 
8.72302 





sin (@ — ©)..9,99964 
log y..8.72338 

















log M..0.17622 log M .tangd’..0.53013 
cos (a — @)..9.99311 taned.. 0.593083 
0,46342 0.837021 
9,7120 loghsinc.. 9,72282, 
sin/a — Br 24713 loghcosc..0,.73685 
tang H— a')..9,53433 tangd..9.98597, 
H_a'.. 1875935. d..-44" 47 28° 
H..292 7 2 logA... 9.383046 
c08L..9.35639 c030..9,39326 cos” ...9.60723 
c0s(G—M)..9,96342  c0s(a — ©)..9,86716  00s(a” — ©"..9,81091 
cos®..9.81981 cosıw..9.26042 cos" ..9.41814 
D..48’40'9 %..79’ 30'199 D'..72749'1° 
log y..8,72339 log R..9,99596 log R’'..9,99564 
sin®..9.87559 sind ..9,99267 sind”..9.98457 
log A..8,59898 log B..9,98863 log B''..9.98021 
logh..9.88046 log(hcosd‘)..9,48769 
080. .9.39326 logM..0,17622 
logb..9,27372 logdb’’..9.31147 
log(g.cos®)..8,45320 log(&R.cosy)..8,53010 log(b’R’cosL')..8,72525 
num. + 0.034993 num. + 0,0339 num. + 0.05312 
s..+0,.00104 s’..— 0,01819 





Jam sequitur. % ex aequationibus 


r= Ve) HB, Nil )HBr, k=vwW+A) 


3 


\» 


experimenlis ita determinare, ut aequationin (r+r’+ece)" —(r+r"—e)” = 
’—t)6% satisfia. Hoc ut facillime evadat ad c computandum formulas 
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auxiliares hasce adhibemus 
u zZ bk ’—f) 3sin 10 2 IK’ —1) 
ıny = . u = ——— y (c05%9). ‘= —————le 
” VS(r+ y' 2 sin d v( u. 2 V(r-+r") 
Si jam primum valorem approximativum ($.5.) r+r‘=2 slaluamus. ex his 
'Yormmlis elieimus log = 0.00002, ideoque 
log2k..8.53661 
log(t’’—t)..0.48354 
compl. log(r + r'‘)?..9.84949 | 
log u..0.00002 
log ec ..8.36966 





log 4..5.59898 
logc ...S.36966 
9,92639 

looeu.. 3.79605 
u ..+0.06252 
u+s ..+0.06356 
u-+s"..+0.04433 








log/u + s)..8.50318 log (u + s’)..8.64670 
005 ..9.27372 loeb’..9.31147 
9.529416 9.33523 

oe B..9.98863 log B'..9,98021 
9,51608 9.34416 
loer..0.01338 log r”..9.99107 


log(r + r’),..0.30340 


Jam cum hoc valore ipsius #+r’ calculum eundem repetamus et eodem modo 


seonentes obtinemus valores 
log A..8.59898 
logc ..3.86847 
3.92590 
logu.. 8,79437 
u..+0.06228 





u+s ..+0,06332 
u+s’..+0.04409 
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log (u+s)..8,.80154 
logb..9,27372 


log(u + s’‘)..5,.64434 
logb’)..9.31147 





9,52782 9,33287 
log B..9.98863 log B'..9,98021 
9,97543 9,.98925 





loer..0.01320 9.99096 
loe(r +r'),..0.30325 

| Caleulo denuo repelito invenilur: 

| log A..8.59898 

log c..8,86855 


logr‘‘.. 





9.92594 

logu.. 8.79449 

u..+0.06230 
loe(u+s)..8,80168 log(u+s')..8.64454 
logb..9.27372 logb’..9.31147 
9.592796 9.335307 
loe B..9.98863 loc B''..9.98021 
9,97542 9,98924 
loer..0.01321 logr”.. 9.99097 


log(r + r‘'),..0.30326 


FALR: 





Ex his ipsius # + r‘ valoribus inventis interpolatione facillima ad verum 


appropinquare possumus. Ad hunc finem r+r”=f ponamus, et hasce rela- 


tiones supra adhibitas observamus 


r+r' = fi, C 
= Ve HB 


2" —t 
id I u, u= vyv(—A 


r 
ch) +n 


—-—— 


stans consideremus, relationes evadent sequentes: 


de df . 
in u | 
"Bus 5 fs 9 du — > de 





— 
._—— 


dr-+ dr" == 


r''dr’' 


a du 


du 
ee id dd 
u r''cosC TYZR 





Si differentiemus, et 1, quod tamen semper unitati proximum esi. 


dis. 


coNn- 
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cc ' “+5 r 
ubi simplieitalis causa statuimus 7, = posecd—RecosY = rcosl. ei 
7 oo ot seed"— R’ cosb” = r”cosC”. C el C“ igitur angulos ex- 
y'' % 


primunt, quos Iineae a loco cometae ad solem et tellurem ductae includun! 
h cos od’ 





Porro adnotamus, esse b=hcosd. b’ — M &x his sequitur | 
| du du 
dr = esecd osÜ—— = DeosC —— 
> ho ho 
u 7 \VZ zZ du Z Vz du 
dr" = o"secö” M cos C" —— = D' cos’ — 
5 h o’' h op’ 
" . . ce 
positis osecdö—=D et Mo“ sec 0“ —= D‘. Quoniam nune du= - de est. 
S 2 
AvN Int ec? d 
PVAaüt d u — ı ie To 
de 





R D cos © +D‘'cos 0 re? 
af = (= tr -) df,. 


Haec expressio quum minus facile applicetur, observemus, quum loci co- 


en 


metae non procul a se invicem dislant, esse D proxime = D‘ et Ü proxime 
— ('. Quocirca medium inter illas quantitates adhibere possumus; quo evadet 
D’cosU ce? 
_ ——— MP. 
r+r' how 


It oA eliminemus, relationem revocamus 


n) 


Ef, == 


u=oh—g cos® = c cosx,,. 
denotante %,, angulum, quem format linea. a primo loco cometae ad tertium 
ducla. cum illa. quae ducitur a terlio loco cometae ad punctum quoddam, 
respectu tertii loci telluris eodem modo positum, quo locus primus comelae 
respectu primi loei telluris. Ex his prodit 
A 
r—r' e— 008% 
Quantilales in expressione ipsius df, contentae in genere sunt positivae. | 
(uae etiam in negativas abire possent, constantes sunt. Si EC’ angulus sit 
obtusus, erit "<R'’<1. Sie— gcosx in quantitatem abiret negativam, g>e 
esset, ex quo fi ">. Casus igitur duo, quibus signum negalivum in posi- 
iivum abiret, sunt illi rariores: si comelta solem et tellurem valde appropin- 


quaret, vel procul a sole esset remotus. In genere signum igitur remanet ne- 


gativum. Si igitur correclionem hoc modo exprimamus 


df, = — Taf, 
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prima erit correctio negaliva. secunda positiva, terlia negaliva et sic porro 
df, = —laf, 
dr = —lafı 
dr = —ldf; 


2 


+ldf, 
—Paf, 


| 


eic. 

Correctiones sunt igitur alternae positivae et negalivae. quod ad rapi- 
diorem caleuli approximationem erit ulilissimum. Ut approximalionem aestime- 
mus. observamus esse 

gig D‘ cos(/ e 
u r+r7 " e—gcosy 
ubi D, distantia a tellure, plerumque <r est et factor primus ideo fractus 





(Juod ad secundum adtinet factorem, observamus, x esse 0, si directiones motus 
cometae et telluris sibi invicem sint parallelae. x vero est 180°, si directio- 
nes illae sibi invicem sint contrariae, quod plerumque evenit, quum comelae a 
tellure primum observantur. Vulgo igitur factor eliam posterior est fractus 
Quoeirca factores duo ipsius Z in genere fracliones sunt verae. 

Si ad differentias abire velimus finitas habemus 


fı 
af, 

f: af, 
af: 

f; 


fi f—df: 
= f—df: 
erit Af, —=df, —df: — (I+N)df, 


In genere fit { posi approximationem quandam constans. Si igitur plura sunt 


QJuum jam esi 


facta experimenta erit: 
df, = —ldfı. dr = —ldf, = Laf, 
quum vero 
f=ftap. f = htaf.. 
af = di, —df = (1 +DAf.. ap = (iI+Hhadf = —II+HUdf. 
eril 


NV Alle 
Ting 


Hunc valorem ipsius 7 inventum ad ulteriorem adhibere possumus ap- 


proximationem, Quum 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXV, Heft 3. 27 
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af == — (1 +l'df,, 
hoc modo df, in functione ipsius Ü expressum obtinemus siculi eliam dfj. Pro- 


dit enim 
(Afı)? 
Äaf, ° 


ex quibus illum polissimum eligamas coefficientem, qui numeratorem habet 


= — A u; er 


minimum. 
Considerationem istam si ad exemplum nostrum adplicemus, valores supra 
inventos ipsius loge(r + r‘)=f ad ulteriorem adhibeamus approximationem !) 
fi --0.30340 
—15 
f; - - 0.303235 +16 
+1 
0.303236 


= Fr — 0,00000, df, = 0, et sie: 
f = 0.30326 
Caleulum si priorem cum hoc valore jam invento ipsius f= log(r + r’’) iteremus 
evadent: 
f:. 0.30326 
loge.. 8.386854 
u..+0,06229S1 
loer.. 0,013209 
logr‘'.. 9.990966 
fi.. 0.303246 


caleuloque denique repetito, hi resultant valores 
loge.. 8,868529 
u..+0.0622964 
loger.. 0.013208 
loer''.. 9.990960 
f:.: 0.303244 


Quod postremus ille valor ipsius f a proximo duabus lantum unitatibus 





in ultimo loco differti. ex eo concludimus. valorem ipsius r-+-r’‘ omni cum 


exactitudine,. quam concedunt tabulae, esse inventum. 


!) Eandem considerationem etiam ad logaritımos applicari posse, sponte intellegitur. 








16. Bergius, de orbitis cometarum e.r observationibus determin. commentatio. 207 


Ad elementa orbitae aproximata determinanda hos igitur adhibeamus valores 
u = + 0.0622964. loer = 0.013208. loer'‘ = 9.990960 


Calculus sequens sic se habebit: 


u..+ 0,0622964 log'u + gcos®)..8.987785 
gc0s®d.. + 0.0349302 logh..9.88046 


logp.. 9.107325 
log M..0.17622 
loge‘..9.283545 





loge..9,107325 logo..9.107325 loge..9.107325 
cos(a — ©)..9,86716 sin(& — ©).. 9.833024 tane d..0.593031 
8.974485 8.937565 9.700356 
oe R..9,995965 9.952530, 9.954546 
0.043435  tang(X — ©)..8.985035, taneß..9.745810 
9.952530, N — ©..1740 2859.4 B..290 655.0 
cos(A— ©) ..9.997984, K.. 37 28 16.6 
9.954546 
logp‘'..9.283545 loge‘..9.283545 loge‘‘..9.283545 
cos (a — O)..9.81091 sin (ua — ©')..9.88223 taned’..0.353906 
9.094455 9.165775 9,637451 
log R'..9.9956406 9.9373757, 9.943505 
0.0582649 tang(1"’—@)..9.2283993,  tangß"..9.693946 
9.9373757, 1"'— ©",..1700234705  P"..260 1831 
cos (A"'— O)..9,9938707, N"... 36 26 40,3 
9,9435050 


Ex eo. quod A’<{N est, coneludimus, motum comelae esse relrogradum. Si 
his valoribus inventis # et r’‘ computemus, obtinebimus: logr = 0.013212 et 
logr‘' = 9.990965, ex quo caleuli veritatem concludimus. Porro fit: 











tang..9.745810 tang?sin(A— 3)..9.745810, 0.543275, 

cos (A’—R)..9.999930 tange?cos(X—88)..0,543278, cos(N—82)..9.994550" 

9.745740 tang (X—88)..9.202532 tang?.. 0.538828 

tang 2..9,.693946 N—&..1890 3/27%.5 1..73052'15.8 

| 0.949143 3..208 24 49.1 
3,796597, 
sin(A’—1)..8.253319, 
0.543278 
27° 
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tang (1 — 88)..9.149498 
c0s2..9.443732 
tang (0 — R)..9,705766 
vo — 82..206° 55°31°.3 
v'.. 55 20 20.4 
sind (ve — v)..8,4069314, 
logey r''..9.995480 
8.4024114, 
compl. ..1.5975886, 


tane (X — 8).. 9.202532 

cos2..9.443732 

tane (v — 8)..9.758800 
2 — R..209° 50'58°.0 

».. 55 797.1 
colang 4 (v'' — v)..1.5930688, 
logey r..0.006604 
1,5864648, 
— 38.58912 











+ 39,59028 — 3959028 
+ 1.00116 
log bi ..9.993396 
0,0005035 
ang} (ve — 7)..0,.0071075 
10—7)..45028° 74.7 
#..327 19 31,7 
cos} (v — 7)..9.845902 
log 7 ..0.147494 
log y..9.705012 
logq.. 9,557518 
Ioen..0.039872 
9.597390 9,597390 
loeN..2,0107051 loe N‘. 1.9776034 
1.6080951 | 1.5749934 
40.55974 37.58317 
{..5.326081 8.370782 


T..45.385821 dies 15.953952 dies 


Medium Nov. .. 45.919886 
Elemenia approximata orbitae comelae haec igitur sunt: 
T..1842 December 15.919886 
%..3270 19° 31,7 
%..208 24 49,1 
2... 73 52 15,8 
logg..9.705012 
Motus refrogradus. 
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Observator Petersen Altonae invenit: T.. 1842 Dee. 15.9643. 7..327 37'211. 
8..208°0 5° 19%, 2..73052' 22, logg..9.70428. Dr. Galle Berolini elementla 
invenit haecce 7T'.. 1842 Dec. 15.9726. #..327° 30/4". ..2089 136. 
1..130 9:2, logg..9.70356. Dom. Laugier Parisis T.. 1842 Dec. 15.8. 
%..328032°, 88..2080 39°, 2..74031°, logg..9,70927. 


$. 8. 

Casus quidam dantur, in quibus methodus supra tradita applicari non polesl. 
ii nempe. quum tres loci geocentrici cometae in eodem eirculo maximo cum loco 
medio telluris apparenlur, vel ad hune valde approximantur: quoniam hoe casu 
numerator et denominator in expressione (e) ipsius M’ vel nihilo fiunt aequales. 
vel tam parvae evadunt, ut menda observatlionum maximam vim exercere possinl. 
Casus illi exeipiendi in natura ipsa problematis fontem habet suum. Si hoc 
evenirel. quod tamen rarius fit. ad expressiones ($.4.) hasce regrediendum est: 


Ir’r‘')(geosa— Rcos®) — [rr‘)|(gcosa’ — R’cosQ') 

+ [rr‘](g“ cosa' — R’c0s®') = 0, 
Ir'r'\(osina — Rsin®©)—[rr‘](e'sin@« — R’sin®‘) 

+ Irr’](e“ sina‘— R‘“sin®") = 0. 
|’ r‘ ]etangd — [rr“]o‘tangd’ + [rr’]o“ tangd = 0. 


) 


E duobus primis combinatione facillima deducere possumus: 

Ir’r“ |(ocos(«— ©')— Reos(O— ©) — [rr'’](g'cos (a — ©')— R‘) 

+ Irr‘](e” cos — @&)— KR‘ cos(O'— ©')) = (), 
Ir’r‘](esin(w#— a) + Rsin (© — o‘))—[rr] R’sin(©'’—.u‘) 
— [rr’] (ge sin(@&' — a')— R“sin(O"—ua‘)) = 0. 
Secunda harum aequationum suppeditat hanc ipsius g” expressionem: 
p‘' SC. 

[r’r] sin(@a’—e) a [’r|RsintQ—e‘)— [rr]R’sin(O'—a/)+[rr/]R’sin(O'—«‘) 


[rr’] " sin(@” —a’)' — 








[r r’] sin (@«" —@') 


Factores ipsorum |r‘’r“]. [rr‘“] et [rr‘] in numeratore membri ultimi 


hujus expressionis, ut ordinalas solis, ad axem abscissarum relatas, cujus posilio 
per 0‘ est data, considerari possunt, quae per Y, Y‘, Y‘ designari est lieitum. 
Respectu membrorum ordinis secundi habito, et posito: k(t"—tl')=r. k(l'—1, 
=r', kU’—f)=r', hae relationes facillime deducuntur: 
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ren. [RR] ] hai . 1 I \ 

rr] [RR | er. = Fr nn) a | 
fer u AR ir a kr Be 
[vr] [RR | PUT (= Po 25) 


Ilis valoribus in ullimo membro substitutis. in numeratore erit expressio. quae 


sequenti modo seribi polest: 
RR) Y— [RR Y'+[RR/Y“. 
quae ex (12) nihilo est aequalis. Restant tantummodo termini cum C: WORER. 


yi3 R’: 

. a9 Getkznm olys [RR] [RR”) un 
1} ı “ h m Ss L} . - . en 77 » {+ nJ { { 5 un - 

wuliiplicati i in his pro RR] ’ [RR] valores substituantur approximati 





- .,. terminis ordinum superiorum neglectis, illa prodibit ipsius o‘ expresio: 
Er . 
/4 ) nn ( ud \ er / 
gt = I —t sul —a) 20.6 08 8’ -- 1) (>; a . R 
t’—t " sin(e’—e’) u sin (@'’— a’) \r’3 k3 


Hoc in cası a valore approximato ipsius M progrediendum est, quo caleulus 
ad finem experimentorum perducitur, et inde valores approximati ipsorum r 
et r‘' determinantur. Jam vero valor ipsius 7‘ interpolatione deducitur. His 
substitutis valoribus ad accuratiorem ipsiuss M valorem pervenitur,. quocum 
caleulus ad finem plerumque perduei potest, quamvis in hoc casu exactitudo de- 
(ierminationis elementorum orbitae semper magis fit eircumscripla,. quam in eo, 


quo methodus adhiberi potest directa. 


$. 9. 


Superes! jam examinare. quomodo ex elementis tali modo proxime de- 
terminatis elementa orbitae omni, quam concedant observaliones, cura correcta 
deduenntur. 

Ad hune finem tres inter se distantes eliguntur observationes. ÖOpe 
elementorum jam proxime determinatorum veras computantur anamalias cor- 
respondentes ©, v’, v’ radiique vectores r, r’, r’; v’—v et v’'—v angulos 
joitur. inter radios vectores r et r‘, r et r‘‘ inclusos exprimunt. Si elementa 
jamjam inventa vera sint. valores computati ipsorum v’—» el v—v cum is, 
direete ex observationibus deduetis, congruant necesse est; sieut vice versa diffe- 
rentia horum binorum valorum ex elementis minus recte suppositis existere debet. 

Ex observationibus hoe modo v’— v et v“— v deducuntur. Unaqua- 
jue observatione longitudo et latitudo geocentrica. & et d. oblinentur. Ut ex 





illis loneitudinem et latitudinem heliocentricam A et 2 derivemus. ponamus, $, 
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T et C locos respeeclivos exprimere solis, telluris et cometae. Si igilur de- 
sioenemus angulam CT'S per y. erit 
cosy = cos(W— ©) coso. 
quoniam STC = «a— 9. In triangulo CTS duo supponimus latera A el r 
cognita, sieuli angulus Y lateri # opposilus; quocirca angulus SCT = r deler- 
mineltur ex relatione 
> 

. 7 . 

sing = —- siny, 
et deinceps est eliam angulus CST = x cognitus. In pyramide triangulari 
CC,ST !) habemus: 


h sind sınz cos% 
sind = — —, cosC ST = ——. 
sın yY cos; 

. . . . . . . rt v.r’g‘ 
Designet jam Z longitudo telluris heliocentrica, erit y= L+Ü ST. Hoc 
igitur modo longitudines et latitudines cometae heliocentricae pro tribus observa- 
tionum temporibus determinantur. Sint CC’ C loei cometae his ipsis lemporibus, 
C,C,‘C, projectiones horum punctorum in planum ecliplicae, erint in triangulo 
spherico, quem formant puncta C et C‘ cum polo eclipticae, duo latera 90’ — PB 
et 90" — P’ cognita, siculi angulus polaris A'—X; et relationes prodibunt haecce: 

cos(e! —v) = cos(N —NA)cosßeosß’ + sinßsinß‘ 


cos(v'—v) = cos(A'—N)cosßeosß” + sinßsinß“) 


J 


(a'). 


Dilferentiae inter hos valores ipsorum v’—v et v‘'—v et illos, qui ex 
elementis fuerunt deducli. ex elementis minus acceuralis existunt. Sint igilur 
m‘ el an‘ valores ipsorum v»'’—v et v—v ex elementis dedueli, ut eliam wu 
et a‘ valores harum quantitatum superiori modo determinati. Sint porro dm‘, 
Om‘, Öu‘, du’ varialiones, quae in m’, m’, u‘, u“ ex correctionibus elemen- 
torum ipsorum nascuntur, erint 


m! dm! — u‘ + du. | (b9 
m’ + om! = u + ön N eckig kant) 
His duabus aequationibus correctiones, quae tempori transitus cometae per peri- 
helium et distantiae minimae sunt applicandae, ut observationibus satisfiant, ob- 
tinentur. His autem elementis accurate determinalis, eadem cum exaclitudine 
ex lis celera deduci elementa est licitum. 
Ut aequationes (5) evolvamus formulas motus paraboliei, supra ($. 3.) 
invenlas. revocamus 


') €, est projectio puncti C in planum eclipticae. 
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| 


1 


cos? 4 v 
? ‘ > 
= gy?2fltangvt!tang’!v) 


e! supponimus. tempus transitus per perihelium minimamque distantiam minimas 


r 


| 


(e‘) 


per ö designalas varialiones subire; facla varialione elieitur 
ör oR7) 
(@’); 


juibus varialiones radii vecloris et anomaliae verae, variationibus ipsorum 4 
et 2 correspondentes, determinantur. Ut variationes longitudinis et latitudinis 
helioceniricae. ON et dß consequamur, expressiones ipsorum ß et C,ST supra 
invenlas variemus. ei relineamus,. Ö et y non variari. et esse 0X =0.0,ST; 
quo fi 

0% = langß cotangy. du. 


Jam vero est 
ör 
= — tangn — 
N 
| ör 
bu = —ön = tangn —., 
5 
ıdeoque 
5ß = tangß tangy colangn Ä 
= langpiangycolangu — (e'). 
Pro longitudine etiam facillime deducimus: 
IN N 
oA = cosC, STtangx da—tangßdR) 
ör IN 
—= cotang C, ST (tangx lang — — tang 30 B)\ 


(ff). 


Ex his formulis (e’) et (f‘) variationes longitudinun et latitudinum heliocentri- 
carum deducuntur pro tribus observationibus, quas ad elementa corrigenda ele- 
oimus. (Quas variationes, si valores ex (d‘) substituantur, in functionibus ipsa- 
rum Ög et d£ exprimenlur. 


Quum vero supra («‘) invenimus 





cosu! = cos(A'—X)cosß cos’ + sinß sin’. 
ad faciliorem ipsius u‘ computalionem angulum 7 introducamus axiliarem. ut fit 
sin’to = cos®’4(N’—A)cosßcos?!. 


quo fit: 
dr = — langte ftang 4 (AM—A)(IN— ON) +tangßöß + tangp'dßt, 
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ei exinde 


PHP +e)eoss(P+P'—e 


sin’ su‘ = c08 


| Se 


zuo prodibit 
du = — 4 tang Lu Stang (PHP +) ÖB-+öPß + ür 
+ ang HB +) RB +IR In)! (y) 
Si in (g‘) valores quantitatum öß, 02‘, dr supra inventos subslituamus, quan- 
titatem dw per og et dt expressam oblinebimus. 
Ül eliam dın per easdem exprimalur quantitates,. recordari solummod 
est opus, esse om = dv! — dv, ei quanlitates dv’ et dv ex (d’) determinari. 


Duas igitur obtinebimus hujus formae aequaliones 


ou = f. og +9. de) 





om! — höy+k.ötl (A‘) 
quum vero esi u — dm! = m’ — yf, erit 
—hMög+lg—Köt= m—u . ..... (kN). 
Kodem modo primae et tertiae observationis combinatione consequimur 
(fF—Aydg+ lg —k)öt=m"—u' . . . (Kt), 


ex quibus duabus aequationibus (A) et (A,‘) quantitates incognilae ög el ÖL 
eliminatione deducuntur. 

Jam disianlia in perihelio et lempus transitus accurale essent delermi- 
nala. si calculus fuisset rigorosus. In aequalionibus (A) vero formandis quan- 
titales ordinis secundi /uerunt negleciae. quocirca caleulum cum elemenlis iia 
correclis idemlidem renovari necesse erit, quousque valores quantitaium g ei £ 
obtineantur, qui tam prope, quam fieri potest, observationibus salislaciunt: ad 
quem finem tres plerumque requiruntur caleuli repeliliones. 

Juum tali modo disianlia in perihelio et tempus lransitus summa cum 
diligentia fuerunt determinala, ex his cetera eodem gradu exacliludinis facillime 
computantur elementa. Valoribus seilicet ipsorum dq et Öf, ullima caleuli ope- 
ralione conseculis, in aequationibus (e‘) et (ff) substitutis, valores compu- 
Ianlur correcti longiludinum latitudinumque heliocenlricarum A et ß pro tribus 
Iemporibus observalionum. llarum ope inelinalio orbitae et longitudo nodi 


ascendenlis et denique celera elemenla ex formulis in 8.6. traditis eticiuntur. 





In casibus evenire polest specialibus, ut elementa hoc modo correcta 
non nisi imperfecte observationibus salisfaciant, ex quo coneludere licet. come- 
| am non in parabola. ut supposuimus, moveri, sed in ellipsi vel hyperbola. Orbi- 
(ae hyperbolicae in Astronomia minoris sunt momenli. 


. . ° L} y I r r rr n ° 
Crelle’s Journal f.d. M. Bd. XXV. Heft 3. 28 
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Supposilio orbitae parabolicae comelarum rigorose non est vera el, in- 
inilis casibus. qui orbitam effieiunt elipticam vel hyperbolicam, cum iis,. qui 
parabolicam producunt, eomparatis, parum verosimilis. Quum ceterum comela, 
qui in orbita moveatur parabolica vel elliplica, semel tantummodo nobis sit 
visibilis,. probabiliter adoplare possumus, comelas, qui in orbitis talibus mo- 
venlur, si alioquin existant, jam pridem perihelium suum transiisse, nos vero 
nunc temporis cometas lantummodo observare, qui longiore vel breviore lem- 
poris intervallo orbitas suas circa solem deseribant, qui celeroquin Astronomiae 
maximi sunt momenli. 

Si copia bonarum observationum ante et post transilum comelae per 
perihelium reperiatur, sequenti modo aliqua cum probabilitate lempus revolutio- 
nis determinari polest. Ponamus, parabolam, quae proxime omnibus salisfacian! 
observalionibus, fuisse determinatam, et ®, ©‘, ©, ©’ ele. anomalias esse veras. 
sieuli 7», 7’, r, r'" elc. radios veclores temporibus observalionum correspon- 
dentes; sint porro ! — v=m, v'—v—=m', v''—v=m'' etc.: ex methodo 


superiori zn, m’, m’ elc. u, W, u etc. compulantur. Posito: 


n—u=M, m’'—-u=M, m"— u= Mi, mu u4— M ele. 
Si jam distantia in perihelio quantitate minima variatur, et hoc sil casu: 
In — U = N, m‘ wu N’, an’ —ı' = N“, nt — Neu ete. 


Alia in hopothesi tempus transitus quantitale variatur perparva. dislanlia 
m perihelio eadem retenta, quae in primo erat casu: et sit jam: 
ae re Pa PR RE PM eic 

Denique relineantur distantia in perihelio et tempus transitus. qualia in 
primo erant casu, computentur autem enomalia vera © et radius veclor r, 
orbila supposita elliplica, in qua excentrieitas e proxime est unitati aequalis, 
ut differentia 1 —e perparva assumi potest. Utvalor ipsius » obtinealur, nihil 
aliud est opus, quam ul ad valorem, primo casıu in parabola compulatum, an- 
oulus addalur parvus, cujus sinus esl 

No (1 —e).tang to [4 — 3cos’4v— 6cos’ir!. 

Hoc valore ıipsius v® introducto in formula 


u q Br a—e, ®1 


. cos? 5 U \ 2 
valor ebtinelur correspondens ipsius 7°, 


Eodem determinantur modo ve‘, r’, v’, r', v', pH etc. ex quibus m, 


m’, m’, m! etc. m. Bi au riste. BR hoc casu: 
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In — U = 0, an’ — = V', nmi— ut = 0", mT— u 0 ei 
Sit # numerus. cum quo varialio supposila distanliae in perihelio multiplicari 
debei, ul vera prodeat. 7 numerus, quocum varialio temporis {ransitus multi- 
plicetur. s vero numerus, quocum valor suppositus ipsius 1— e multiplicari 


debei. ut prodeat verus: sequentes formentur aqualiones: 


M —N)yua +#M —P)t +(M —0O)s = MM; 
'M' —NY)u +(M' —P')t + M' — Os = M'; 
MH — Nu + (M' — P'')t + (M —0'%s = M'; 
(MM —_ Ne ya + (Mt — Pt + (M"— QUN)s = MM; 


elc. 
ex quibus valores ipsorum %, {, s quam proxime his omnibus aequalionibus 
satisfacientes methodo solita determinanlur. et tali modo vera distantia in peri- 


helio. verum tempus transitus per perihelium et verus ipsius 1—e valor con- 
‚ iz j u: q f . . 7 3 
sequentur. Semiaxis major eril jam Yüsa ei lempus revolulionis — 
_— N" 
distanlia media solis unitati aequali posita. 


Quam exacte aulem quis suas inslituat observaliones, tanta tamen in lem- 


Ä 


pore revolutionis definiendo restal incertitudo. ut ea solum via certum tempus 
revolutionis definietur, si cometa idem ad perihelium suum revertens obseryetur 


Corrigendum. 


Pag. 201 lin. 25 pro 8,45320 lege S,54320 
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1%. 
Kinige Bemerkungen über die Prineipien der Gauchy- 
schen Residuenrechnung. 
(Von dem Herrn Professor Dr. Aradike in Bonn.) 


Die Coöfficienten der nach steigenden Potenzen von e fortschreitenden 
Entwickelung von f(=-+e) werden bekanntlich, wenn diese Entwickelung 
nur positive Potenzen von e enthält, in der Differentialrechnung, und wenn 
sie auch negative Potenzen enthält, in der Residuenrechnung behandelt. 

Cauchy stellt in seinen „Exereices” Gesetze auf, denen die Coeffi- 
cienten der negativen Potenzen von e (die von ihm sogenannten Residuen) 
sehorchen. Es dürfte aber noch nöthig sein, sich vollständig Rechenschaft 
von der Natur derjenigen Functionen zu geben, welche zu solchen nega- 
iiven Potenzen führen, damit man diese Gesetze nicht auch da anwende, 
wo sie nicht mehr anwendbar sind. 

Es dürfte demnach bei den vielen und wichtigen Anwendungen, welche 
die Residuenrechnung in der neueren Zeit gefunden hat, nicht ohne In- 
teresse sein, die Grundlagen dieser Rechnung so weit zu untersuchen, als 
nöthig, um über die Grenzen der Gültigkeit jener Gesetze und somit über 
die Statthaftigkeit der aus ihnen gezogenen Resultate ein sicheres Urtheil 
fällen zu können. 

Bevor ich hierauf eingehe, erlaube ich mir, Einiges vorauszuschicken, 
was sich auf die zum Theil noch herrschenden Ansichten über die Bedeu- 
tung gewisser Rechnungsformen bezieht. 

Man hält z.B. den Werth der Ausdrücke } und logO für unendlich, 
weil fur ein unendlich klein werdendes x, lim(1:x) als = », lim log als 
— — x angesehen werden kann. Allein die Verwechslung von lim f(x) 
und /\V) rechtfertigt sich, wie aus dem Begriff der Grenze unmittelbar folgt, 
nur da, wo f(x) bei 2=0 ceontinuirlich ist.”*) Dafls 1:2 und logx aber 


) ‘Auf dieser Verwechselung beruht auch unter anderen das Doppelresultat, 


auf welches Cerehy in seinen Lecons sur le ealeul infinitesimal p. 2. gekommen ist, 
1 1 
wo er emeiseits lim (I + a)" = 1%*, andrerseits lim (I+ 2)" = e findet. Das e ist in 


der That die Grenze und wird auch von Cawchy mit Ausschliefsung des 17” benutzt. 
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bei 2=0 diseontinuirlich sind, läfst sich schon daraus schliefsen. dafs. 
wenn x vom negativen Unendlich-kleinen zum positiven Unendlich - kleinen 
übergelit, - den Sprung von — vw zu +w und logxr den Sprung vom 
imaginären Unendlichen zum negativen Unendlichen macht. Bringt man übhri- 
gsens, wie es am natürlichsten ist, den Begriff des Unendlichen mit dem 
Unendiich-kleinen in Zusammenhang und erklärt das Unendliche für den 
Werth eines Quotienten mit endlichem Zähler und unendlich kleinem Nen- 
ner, so darf man schon deswegen 1:0 nicht als unendlich ansehen, weil 
der Nenner aufgehört hat, unendlich klein zu sein, wenn er in Null über- 
gegangen ist. 

Dafs man den Formen 1:0 und jogO gar keine Bedeutung, d.h. 
sar keinen Werth (auch nicht in dem Sinne, wie man von „imaginären 
Werthen” spricht) beilegen darf, geht daraus hervor, dafs dieselben nicht 
mehr die das Wesen der Quotienten und Logarithnen bedingenden Grund- 
Kigenschaften besitzen. Die Quotienten-Eigenschaft (mit dem Divisor mul- 
tiplieirt den Dividenden zu geben) geht der Form 1:0 ab, weil die Summe 
von Nullen, wenn man sich auch deren Zahl ins Unendliche vervielfältiet 
vorstellt, nie etwas anderes als Null geben kann. Eben so wenig pafst die 
L,ogarithmen- Eigenschaft auf logO, und die bekannte Formel, welche die 
Werthe jedes Logarithmen giebt, nämlich lognat« = /r+ (In +O)y—I 
(wo /r den reellen Werth des natürlichen Logarithmen des Modulus von 
a vorstellt) würde für =0 auf ein Argument ® führen, dessen Sinus 
mit seinem Cosinus zugleich verschwindet. Mit jenen Grund- Eigenschaften 
verlieren aber natürlich auch die auf dieselben gegründeten Divisions- und 
Logarithmationsformeln ihre Anwendung; wie es schon indirect die wunder- 
lichen Resultate bezeugen, auf die man kommt, wenn man Divisionen durch 
Null und den Logarithmen von Null in den Rechnungen statuirt. 


Der Grund aber, den er für die Verwerfung des 1*” anführt, dürfte nicht Statt finden. 
Kr sagt nämlich, der Ausdruck 1*” könne deshalb nicht zur Bestimmung der Grenze 
dienen, weıl er unbestimmt sei. Dafs 1** unbestimmt ist, ist unn zwar insofern wahr, 
als 1%, d.h. cos2n x +YV (—1)sin2nnw, bei unendlich grofs werdendem .r nur eines 
einzigen (des »—=0 eutsprechenden ) bestimmten Werthes (Eins) fähig ist und übri- 
sens bei wachsendem x periodisch eine unendliche Menge von Werthen durchläuft. 
Allein diese periodischen Werthe sind sämmtlich imaginär, bis auf die beiden Werthe 
+1 und —1, so dafs ! nicht einmal annäherungsweise als einer der Werthe von 17 


betrachtet werden darf. Das 1** ist gar kein Grenzwerth, weil es der Substitution 
1 


von Null für .» entsprungen ist, während (+ x)“ bei z=0 keine Continuität hat. 
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Wäre es nöthig, sich noch auf Weiteres zu berufen, so liefse sich 
noch Folgendes erwähnen. 

Krhält man nämlich bei Lösung einer analytischen Aufgabe ein Re- 
sultat, in welchem eine derjenigen Formen vorkommt, die weiter unten als 
werthlos werden bezeichnet werden, und zu denen auch 1:0 und logO ge- 
hört, so existirt entweder, erstlich, gar keine Lösung, weil die Bedingungen 
der Aufgabe einander widersprechen, oder es entsprechen, zweitens, ver- 
hie Einzelfällen verschiedene Resultatformen, die sich nicht auf ein- 
auder zurückführen lassen, und der Grund des Erscheinens der werthlosen 
Formen war daun die Anwendung von nicht allgemein gültigen Gleichungen, 
oder (wie bei der Benutzung der Methode der unbestimmten Coäffhicienten ) 
die Vorausbestimmung einer Form für das Resultat, deren dasselbe nicht 
überall fähig ist. Jedenfalls läfst sich aber die Rechnung, unter Vermeidung 
aller nicht allgemein gültigen Rechnungsregeln (wie z.B. der Divisionen 
durch einen des Werthes Null fähigen Ausdruck), so umändern, dafs keine 
werthlose Form im Resultat auftritt, und man erhält dann im ersten Kali 
eine Gleichung von verständlicher Form, die aber in offenem Widerspruch 
mit dem Gegebenen steht, im zweiten Falle das richtige Resultat in einer 
von der erst erhaltenen verschiedenen Form. *) Die Ausdrücke }, logo 
etc. können also nie als die Resultate selbst angesehen werden. 


Ein Beispiel der ersten Art giebt die Bestimmung des Durchschnitts- 
punctes zweier Geraden y=ar+db udy=«xr+Öb‘ für den Fall, dafs 


a=a' und bb ist. Der Ausdruck für die Abseisse des Durchschnitts- 


punctes nimmt für «= a’ die Form 1:0 an, und man giebt dabei, indem 
man die Redeform „die Geraden schneiden sich im Unendlichen” dadurch 
übersetzt, „dafs sie sich nicht schneiden,” schon zu erkennen, dafs es 
keine Absecisse für den vorausgesetzten Punct giebt und dafs also 1:0 ein 
Nichtvorhandenseın des Gesuchten anzeigt. Vermeidet man bei der Be- 
stimmung der Coordinaten des Durchschnittspunctes die Division durch das 
nachher Null werdende «—.«’, so kommt man auf die verständliche Glei- 


2—- — m nn nn 


“) Hhierin unterscheiden sich wesentlich die werthlosen von den imaginären Re- 
sultaten. Wie man auch bei einem einmal erhaltenen imaginären Resultat die Rechnung 
umandern mag: immer kommt man auf Schlufsgleichungen, die sich auf einander zu- 
rückführen lassen: und dies bestätigt den beweisbaren $ Satz, dafs wohl Imaginäre, nie 
abeı werthlose Formen in die Rechnung zugelassen werden dürfen. 
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chung 5 = b‘, welche den Widerspruch mit den Bedingungen der Aufgabe 
offen darlegt. 

Beispiele der zweiten Art kommen unter andern da vor, wo man 
für eine Linie, deren Lage man noch nicht kennt, die Gleichung = br + 
statt der Gleichung ay+bxz-+c=0 anwendet, weil die erste Form die 
mit der Ordinaten- Achse parallele Richtung (deren Gleichung die Null 
zum Coefficienten von y erfordert ) nicht mit umfafst. 

Kerner giebt ein Beispiel das bekannte Verfahren, das Integral 
far a+-baz")dx unter Benutzung der Formel /« a+tbe)dıe = 
auf ein einfacheres zurückzuführen. Da nämlich die letzte 
Formel weder für b=0, noch für = 0, noch für y= —1 richtig ist, 
so ist auch die in diesen Fällen in das allgemeine Resultat eingehende 
Korm }, gerechtfertigt und sogar nothwendig. Jedem dieser Fälle entspricht 
eine eigenthümliche Resultatform, die jede für sich aufgesucht werden muls. 

Endlich liefert ein Beispiel dieser Art die Aufsuchung des Integrals 

z"de, wenn dieselbe so geschieht, dafs man dessen Werth vorläufig 
‚durch @a.x” bezeichnet, und 4 und ın so bestimmt, dafs ax” dem Differen- 
tial von x” gleich wird. Da sich für n= —1, a=1:0 findet, so mülste. 
wenn 1:0 =» und nicht ein werthbloser Ausdruck wäre, welcher verräth, 
dafs die vorausgesetzte Form des Integralwerthes eine unrichtige war, 
nothwendig das Integral auch einen unendlichen Werth haben. Niemand 
aber hat noch versucht, hier, wie auch im vorigen Beispiel, eine Auslegung 
des unendlichen Resultats aufzustellen. Erwägt man, dafs man bei solchen, 
so häufig vorkommenden Gelegenheiten factisch die vermeintlich unendliche 
Form stets wie eine Nichts bedeutende verworfen hat, so wundert man 
sich mit Recht, warum man erst so spät dahin gekommen ist, es offen aus- 
zusprechen, dafs sie an sich der Bedeutung ermangle. 

Die werthlosen Formen darf man als ein Zeichen der Vollkommen- 
heit der Analysis ansehen, da sie durch sie die Mittel hat, es anzuzeigen, 
wenn in den Rechnungen unrichtige Voraussetzungen gemacht. oder For- 
meln von nicht unbedingter Gültigkeit benutzt wurden. 

Ohm bezeichnet in seinen Schriften, aufser dem Quotienten 1:0 und 
dem logO, auch die auf die Kanheit als Basis bezogenen Logaritimen als 
unzuläfsliche Rechnungsformen. Es unterscheiden sich indefs die zuletzt 


genannten Logarithmen von den übrigen nur dadurch, dafs sie weniger 
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Werthe haben, und dafs ihnen namentlich der von Cauchy sogenannte 
Hauptwerth (valeur principale) fehlt. Denn stellt loga den Logarithmus 
von a für die Einheit als Basis vor, so ist 


lor. nat. o 
lo a =2 _- u. ine — log. nat. u e 
m log.nat.1 2naV (—1l) 


(und in der That hat man, wenn r den Modulus und ® das Argument von 
«a vorstellt, 

Ir + (?nc+y)V (—1) 

| MEET = e’(cos(In a +D)+y(—1Nsin(!na-+d) = u). 
Es hat also loga nur für a=0V keine Bedeutung und namentlich für eit 
positives @ keinen reellen Werth, während die übrigen Werthe noch un- 
verkürzt existiren. 

Andrerseits mufs man aber, was Ohm unerörtert liefs, auch die ima- 
einären Poltenzen von Null zu den werthlosen Formen zählen, da die 
Formel, welche zur Bestimmung der Werthbe imaginärer Potenzen dient, 
eine einen Widerspruch enthaltende Form in sich aufnimmt, sobald der 
Dignand in Null übergeht. 

Da nun alle negativen Potenzen von Null zugleich mit } werthlos 
werden, so müssen wir die negativen imaginären Potenzen von Null, so 
wie den Neperschen Logarilhmen von Null für bedeutungsios erklären; 
und zwar sind dies, wie man sich leicht bei der geringen Zahl der ana- 
Iytischen Verbindungsformen überzeugen kann, die einzigen werthlosen 
Grundformen, wolern man der Bequemlichkeit halber } als zu den negativen 
Potenzen von Null gehörend ansieht. 

Es ist oben bemerkt worden, dafs auf ein allgemeines Resultat, 
welches in einem einzelnen Falle werthios wird, das diesem einzelnen Falle 
etwa entsprechende besondere Resultat sich nie zurückführen lasse. Zuweilen 
existirt jedoch eine allgemeine Form für das Resultat, aus welcher beide, 
jenes allgemeine, wie dieses besondere Resultat, hergeleitet werden können. 
Sind auf diese Weise beide Resultate einer gemeinsamen Form fähig, so 
nennt man nicht passend die werthlose Form des aligemeinen Resultais 
einen unbestimmten Ausdruck, und das specielle Resultat dessen wahren 
Werth. Das Verfahren bei der Aufsuchung des sogenannten wahren Werthes 
läuft auf nichts auderes hinaus, als auf die Ermittelung jener gemeinsa- 
N 


men Form. 


So werden die Gleichungen v= mca+n ud O=pypxe+g (ve 





























17. Radike, uber die Residuenrechnung. 294 


Fu Fa 


welchen die erste die allgemeine Gleichung für alle mit der Ordinaten- Axe 
nicht parallele Linien, die zweite die besondere Gleichung der mit der 
Ordinaten- Axe parallelen Linien vorstellt, und von denen daher keine die 
andere in sich begreift) gemeinschaftlich repräsentirt durch ay+br +c= 0, 
und obwohl O=px-+g nicht aus y=mzxz-+n hergeleitet werden kann. 
so läfst sich doch die gemeinsame Form ay+bz+c=0 auy=ma-+n 
finden, und so die letzte Gleichung indireet zur Bestimmung von 0 — 
pz-++g (des sogenannten wahren Werthes von y=mxc-+n für a —=V) 
benutzen, indem man, ehe man den Uebergaug zuO =px=-+g macht, 
mit den den Nennern von »» und « gemeinsamen K'actoren multiplicirt 
und dadurch den Coöfficienten von y der Null gleich zu werden befähigt. 
Nie aber kanu man sagen, dafs O=px-+g ein besonderer Werth von 
y=mzc-tn sei. 


Zu solchen sogenannten unbestimmten Ausdrücken (die sich übri- 
gens alle 4 prior: construiren lassen) gehören 0°a’ (wo a positiv und 5 
negativ, oder @ und 5 imaginär zu nehmen sind), log0”— log0” (wo m 
und z reell und imaginär sein können), OPlog0? (wo p und g nur positiv 
sein dürfen) etc. 

So sind z. B. die Ausdrücke (= —5r’y+Y, (2 +3. V- 
und log(ar + 2°)” —log(b2°— x’) für = 0 durchaus ohne Bedeutung, 
haben jedoch (aufser für 2 = 0) einerlei Werth mit den Ausdrücken 
22 5a), AH3ET/ und log(a+ 2)” —log(b— x°)‘, die auch 
für 2=0 einen Werth besitzen; und das, was man die wahren Werthe 
nennt, nämlich O und loga”’—logb° sind nicht, wie es scheint, Werthe 
jener ersten Ausdrücke, sondern Werthe der zweiten allgemeinen Formen. 


Des Folgenden wegen werde noch bemerkt, dafs der sogenannte 
wabre Werth von OPlog0° unter allen Umständen der Null gleich ist, so 
dafs hier der Ausdruck ‚„Unbestimmtheit,” selbst in dem üblichen Sinne ge- 
nommen, seine Bedeutung verliert. Es kann nämlich kein Ausdruck in O logO 
übergehen, wenn er nicht die Form mx“ log(ny?) hat und & und y gleich- 
zeitig verschwinden, während @ und 5 positive ganze oder gebrochene 
Zahlen sind. Zu den allgemeineren Formen aber, welche sowohl sämmt- 
liche Werthe dieses Products einschliefsen, als auch eines Werthes für 
z=y=0 fähig sind, gehört unter andern der Ausdruck mx’ logn 


+ mlog(y’)““, und dieser, wenn man vom letzten Logarithmen (log0’ oder 
Crelle’s Journal £. d.M. Bd. XXY. Heft 3. 29 
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log1) nur den Hauptwerth berücksichtigt, geht in Null über, sobald x und y 
verschwinden. Weifs man nun, dafs die erste Form ein vollständiges 
Resultat war, so ist, weil die unendlich vieldeutigen Formen # logv und 
loge“ für v=0 nur den Hauptwerth mit einander gemein haben, die Null 
als der einzige Werth des speciellen Resultats anzusehen. 


$. 1. Hülfssätze. 1. Versteht man unter normaler Entwicklung 
einer F'unetion jede nach positiven ganzen Potenzen fortschreitende, noch 
für den Nullwerth des Fortschreitungsbuchstabens gültige Reihe, so ist, 
wenn x, einen besonderen Werth des veränderlichen x vorstellt, 


die Function f(x, +.) nach e normal entwickelbar, so oft weder f(x,) 
werthlos ist, noch f(x) Potenzen mit gebrochenen oder veränderlichen 
Exponenten enthält, deren Dignand für x = x, verschwindet. *) 


Daher ist denn auch jede Function f(x) einer normalen Entwick- 
lung nach x fähig, so oft sie weder für —=0 werthlos wird, noch Po- 
tenzen mit gebrochenen oder veränderlichen Exponenten enthält, deren 
Dignand für <=0O verschwindet. 

Die einzige Kunction f(x), welche sich nach ganzen positiven Po- 
tenzen von x entwickeln läfst, ohne noch für z=0 gültig zu bleiben, 


a 


also ohne normal zu sein, ist die Function A”, wenn A die Form 
A=1+a40° +2’ ++ .... 

hat. Da nun mit dem Ungültigwerden für 2=0 die entsprechende Reihe 

nicht nach dem Maclaurinschen Lehrsatz hergestellt werden kann, und 

die Residuenrechnung sich auf den Taylorschen Satz stützt, so kommen 

dergleichen Functionen in den vorliegenden Untersuchungen nicht in Betracht. 


II. Verliert eine Kunction f(x) für = x, ihre Bedeutung, so sind 
sämmtliche Differenzialcoefficienten derselben für = x, werthlos. 


IH. Ist =, ein Wurzelwerth einer algebraischen oder transcendenten 
Gleichung f(x) = 0, so lälst sich f(x) auf die Korm (= — x,)"P (x) bringen, 
wog eine positive ganze oder gebrochene Zahl vorstellt und ®(x) eine Func- 
tion bedeutet, welche für z= r, weder verschwindet noch werthlos wird. 


*) Hier, wie überall in der Folge, sind die Quotienten und Wurzeln unter dem 
Begriff des Products und der Potenz subsumirt. 
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Die vorstehenden drei Lehrsätze lasse ich hier, um die Greuzen dieses 
Aufsatzes nicht zu sehr auszudehnen, vorläufig unbewiesen, und berufe 
mich hinsichtlich der Beweise auf mein nächstens erscheinendes Handbuch 
der Differenzial-, Residuen- und Variationsrechnung. 

8.2. Erklärung. Existirt eine positive ganze oder gebrochene Zahl n, 
welche so beschaffen ist, dafs (ce —x,)" f(x) für = x, nicht werthlos 
wird, wenn auch f(z,) werthlos sein sollte, so werden wir f(x) „für = x, 
reductibel” nennen. Eben so werden wir, da jenes Product für —ı, =: 
in e"f(@,-+e) übergeht, in diesem Falle auch f(z,+e) „für <= 0 reduc- 
tibel” nennen. 

$.3. Von den Formen, nach welchen eine Function f(x, -He) sich 
entwickeln läfst, wenn eine normale Entwicklung nach e unmöglich ist, 
mit besonderer Rücksicht auf die Reductibilität derselben. 

Ist x, ein Werth von z, für welchen f(z,+e) nicht normal ent- 
wickelt werden kann, so kommen nach $. 1. 1. in f(x) Potenzen vor, de- 
ren Dignand, oder Logarithmen, deren Logarithmand für e= r, verschwin- 
det, d.h. (zufolge $.1. IH.) Ausdrücke von der Korn 

1. [e—ayP oder 2. logle@—a'y], 
wo « eine positive ganze oder gebrochene Zahl, y aber eine Function 
vorstellt, welche für © = x, weder verschwindet, noch werthlos ist. 

Ist nun z einer jener Ausdrücke, so läfst sich im allgemeinen f(x) 
nach dem Maclaurinschen Lehrsatz normal nach z entwickeln, so dafs man 
3. fa) = utus tu +wr+ .... 
erhält, während, wenn x der einzige, die normale Entwicklung hindernde 
Ausdruck war, %, %, %, %U,, .... für 2=r,+. sich normal nach ze ent- 

wickeln lassen. 
Es sei nun 

A. der Maclaurinsche Lehrsatz für die Entwicklung nach z an- 
wendbar, und zwar sei 

I. in der Function f(x) nur ein Ausdruck z vorhanden, welcher 
f(z,-+e) nach e normal zu entwickeln hindert, und dabei dieses z von 
der Form (1.). Alsdann erhält man, wenn man ,y” durch v,, w,y”” 
durch v, etc. ersetzt, 

fi) = utv, (2 — 2)” +0, (2 — 2)” +92 2)" +..., 
und wenn hierin x mit ©, -+e vertauscht und durch (m), (uw), (v,), (©), »... 
Das bezeichnet wird, was durch diese Substitution aus m, %, ©,, %,, .... wird, 

29 * 
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. fat) = WHERE LE 
während (w), (v%,), (%,), »».. sich normal nach e entwickeln lassen. 

Ist nun 1. «22 eine positive gebrochene Zahl (also auch (m) = m), 
so ergiebt sich, wenn man diese Reihe (9.) nach Potenzen von e ordnet, 
eine nach positiven (ganzen und gebrochenen ) Potenzen fortschreitende 
Entwicklung, in welcher «n der niedrigste gebrochene Exponeut ist. 

In diesem Fall ist f(z,) nicht werthlos, und daher f(x) in Bezug 
auf 2=x,, und f(x,+e) in Bezug auf e=0, reductibel. 

2. Ist m eine negative ganze oder gebrochene Zahl (also auch 
m) = m), so läfst sich f(@, +.) nur dann nach steigenden Potenzen von 
e ordnen, wenn die Gliederzahl in (3) endlich ist, also wenn das z in f(x) 
weder in einem Logarithmen, noch in einem Exponenten, noch in dem 
Dignanden einer Potenz mit veränderlichem Kxponeuten, noch endlich in 
einem mit einer nicht positiven ganzen Zahl potenziirten Binom oder Poly- 
nom vorkommt. Ist diese Bedingung erfüllt, läfst sich also f(x) durch die 
einfache arithmetische Behandlung nach & entwickeln, so werden wir sagen, 
x komme in f(x) in einfacher Form vor. Es enthält alsdaun f(z,-+e) 
einen endlichen gröfsten negativen Exponenten zu e, und daher ist, wenn 
—n diesen Exponenten vorstellt, für &"f(z, + e) eine nach steigenden po- 
sitiven Potenzen fortschreitende Entwicklung möglich, welche dieserhalb 
für e=0 nicht werthlos ist. Demzufolge ist f(z,+. für e=0O und 
(2) fürc=r, einzig und allein dann reductibel, wenn & in f(z) nur 
in einfacher Form vorkommt. 

3. Ist »m imaginär, so erscheinen in der Entwicklung von f(z,-+ e) 
imaginäre Potenzen von &, so dafs die Reduetibilität unmöglich wird. 

4. Ist m veränderlich, und redueirt sich na für 2 = x, auf :, so 
dafs ma =?+s und s eine mit 2e— x, zugleich erscheinende B'unction ist, 
so hat man, wenn (s) Das bedeutet, was aus s für 2e=r,+te wird, 

en et) = Ell+(s)loege+4/(s)loge + ....), 

& EI — E (IH Les)loge+2%(s)’loge+....) etc., 
während (s), (s), .... normal nach & eutwickelbar sind, da der Vor- 
aussetzung nach die normale Entwicklung von f(@,+e) nur durch den 
Dignanden in z gehindert wird. Sollte demnach 2 positiv oder Null sein, 
so kommen in f(@,+e) nur positive Potenzen von e vor, die, von einem 
bestimmten (nämlich von dem auf e folgenden) Gliede ab, ganze Functionen 
von logs zu Factoren haben, und es ist, da (s)loge für 2=x, in Null 


\ 
a, m) 


| 
| 
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übergeht, f(&,) nicht werthlos und mithin f(z) für & = x, reductibel. 
Sollte dagegen ö negaliv sein, und ist dabei die Gliederzahl in (3.) eine 
endliche, so läfst sich wiederum, wie man sieht, f(x) auf die Form 
(2—x2,)”"D(x) bringen, wo n eine positive Zahl und ®(x) eine Function 
st, die für z= x, weder verschwindet noch werthlos ist. Somit ist unter 
der angeführten Bedingung auch bei negativem 2, f(x) für = x, reductibel. 

ll. Weun x der einzige Ausdruck ist, welcher eine normale Ent- 
wicklung von f(@,+e) nach e unmöglich macht und dabei die Form (2.) 
hat, so ist, wenn z und y für 2=x,+e resp. in (2) und (y) übergehen, 

(2) = loge‘ +log(y), 
während log(y), da (y) nicht mit e zugleich verschwindet, nach & normal 
entwickelt werden kann. Es gehen daher in die Eutwicklung von (2), 
(2)’, .... und somit auch in die Kutwicklung von f(z,+e) nur positive 
Potenzen von e ein; doch so, dafs die Coöfficienten positive ganze Potenzen 
von loge“ enthalten, und zwar in endlicher Form, so oft z in f(x) nur 
in einfacher Form vorkommt. Nach logs“ entwickelt, wird alsdann 
6. fette) = wrw.lge +w,(loge‘)’+....; 

wobei w, 1%, %,, .... in Bezug auf e normal werden. 

Ill. Schliefst f(&) mehrere Ausdrücke von der Form (1.) und (2.) in 
sich, etwa die Ausdrücke z und z,, so läfst sich f(x) in Bezug auf z so 
behandeln, wie es so eben angegeben wurde, und f(z,-+e) in die Form (5.) 
oder (6.) bringen, nur dafs alsdann (%), (©,), (95), z..., 0, 0, Way ou... IN 
Folge des in diesen Coöfficienten vorkommenden z, nicht mehr normal nach 
s entwickelt werden können. Diese Coefficienten lassen sich indessen selbst 
wieder in Reihen von der Art der (5.) und (6.) verwandeln. Die Vor- 
ausbestimmung der Form der jedesmaligen Gesammt-Entwicklung hat da- 
her keine Schwierigkeit. 

Kommen nämlich z. D. 1., in f(x) mehrere Ausdrücke 2, 2,, 2,, 
vor, welche eine normale Entwickelung von f(2,-+e) hindern, und sind 
dieselben sämmtlich Potenzen mit negativen Exponenten, oder mit Expo- 
nenten, die sich für = x, auf negative Constanten reduciren, so läfst 
sich f(x), wofern nur 2, &,, 22, .... blofs in einfacher Form vorhanden sind, 
in ein Product («— x2,)”"D(x) verwandeln, in welchem r positiv und PD) 
eine Function ist, die für © = x, weder verschwindet noch werthlos wird, 
und es wird daher f(z,+e) für e=0 reductibel. Dasselbe findet noch 
statt, wenn aufser jenen Potenzen 2, %,, 2, .... noch andere Potenzen vor- 
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kommen, deren Dignanden für z= x, verschwinden und deren Exponenten 
positive gebrochene Zahlen oder Functionen von x sind, die sich für = x, 
auf positive Constanten oder Null reduciren. 

Enthält ferner 2., f(x) mehrere logarithmische Ausdrücke 2, 2;, 
&s 0r.., Welche eine normale Entwicklung hindern, so ergiebt sich für 
f(z,-+e) wiederum eine Reihe, die in Bezug auf die Logarithmen von po- 
sitiven Potenzen von e normal ist und deren Coefficienten sich normal nach 
: entwickeln lassen, so dafs hier stets die Reductibilität statt findet. 

Kommen endlich 3., aufser diesen logarithmischen Ausdrücken noch 
negative Potenzen oder solche Potenzen vor, deren Exponenten sich für 
2 — r, auf negative Gonstanten reduciren, so lassen sich, sobald dieselben 
nur in einfacher Form vorhanden sind, die Co@fficieuten der Reihe (6.), d.h. 
WW, %Wy Wars ...., sämmtlich auf die Form (2 — x,)”"D(x) bringen, und es 
wird demnach f(@z,-+e) für e= 0 reductibel, wenn gleichzeitig auch die 
logarithmischen Ausdrücke nur in einfacher Form in f(x) vorkommen. 


RB. In Bezug auf die Fälle, in welchen f(x) sich nicht nach 2 


normal entwickeln läfst, bemerken wir, da es hier blofs auf die Erken- 
nung der reductibeln Functionen ankommt, nur Folgendes. 


Ist £ der Ausdruck, welcher eine normale Entwicklung von f(x) 
nach & hindert, und hat 


. 


j. dieses & die Potenzform, so sieht die Entwicklung von f(x, -+ €) 
in Bezug auf & so aus, wie die Entwicklung von f(@,+e) in Bezug auf 
g in der Gleichung (3.). Sind nun sowohl &£ als z positiv gebrochene Po- 
tenzen, so läfst sich demnach, wenn man die Faactoren 2”, 22°” .... nach 
Potenzen von & entwickelt, f(z,+ 8) nach steigenden positiven Potenzen 
von ge ordnen und es bleibt f(z,+e) für <= 0 reductibel. 

Eben so verhält es sich, wenn die Exponenten der Potenzen £ und 
x veränderlich sind, aber resp. fürz=0 wd z=z, in positive Con- 
stanten oder Nuil übergehen. 


“mv 


ist dagegen z eine negative Potenz, so darf diese zuvörderst in } 
nur in einfacher Korm vorkommen, wenn f(x) für = x, reductibei sein 
soll; und da auch £ dann nothwendig in f(x) nur in einfacher Form vor- 
handen ist, so kann & kein Polynom in Bezug auf & sein, d.h. es mufs £ 


die Form eines Products =” haben, so dafs wir genau wieder den Fall. 
erhalten. 
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Au Far 


2. Sind & und z logarithmisch, so würde die Entwicklung von 
f(z,-+e) Ausdrücke von der Form log(log €)” in sich aufnehmen und 
daher durch Multiplication mit einer positiven Potenz von e nie in einen 
Ausdruck verwandelt werden können, welcher für <= 0 nicht mehr wertlı- 
los hliebe. 

3. Ist &£ logarithmisch und z eine Potenz, so würde nach II., wenn 
(&) Das vorstellt, was aus E für 2=2,+e wird, 

fa +: = w+w,log(d) +wlog(d’+w;,log(£&)’-+ .... 
sein, während & wieder eine Reihe von der Form (5.) wäre. Die Multipliea- 
tion mit einer positiven Potenz von e könnte daher nur dann zu einem Aus- 
druck führen, der für <=0 nicht werthlos ist, wenn x eine positive Po- 
tenz ist, also nur, wenn der Logarithmand in f(x) für 2 = x, verschwindet. 
In diesem Falle wird sich aber die Entwicklung von f(z,+ 8) nur dadurelı 
von der in (6.) angegebenen Form unterscheiden, dafs auch ww, w,, 1, »... 
gebrochene positive Potenzen von g enthalten können. 

4. Ist £ eine Potenz und & logarithmisch, und dabei wiederum (£) 
der Werth von £ für e=x,-+e, so hat man f(z,+e) von der Form 

ut + tt; 

WO U, dyy Uyy dp co... nach e normal sind und (£) sich auf die Form der 
Reihe (6.) bringen läfst. Die Multiplication mit einer positiven Potenz 
von e kann also nur daun etwas für e=0 Nichtwerthloses hervorbrin- 
gen, d.h. es kann f(@,--e) nur dann für e=0 reductibel werden, wenn 
& eine positive Potenz ist. Die Entwicklung von f(@,+e) wird alsdann 
demnach wiederum eine Reihe mit positiven gebrochenen Potenzen von s, 
in welcher die Coefficienten positive Potenzen von loge enthalten werden. 

$.4. Lehrsatz. Wenn f(x) für = x, nicht werthlos wird, so 
läfst sich f(@,+e), falls eine normale Entwicklung nach & unmöglich ist, 
in eine nach steigenden positiven gebrochenen Potenzen von & fortlaufende 
Reihe mit constanten Coefficienten verwandeln, oder doch in eine Reihe, 
die nach positiven ganzen oder gebrochenen Potenzen fortläuft, und in 
welcher die Coefficienten ganze Functionen von loge sind. Die Glieder 
dieser Reihen lassen sich bis zu dem ersten Gliede, welches eine gebrochene 


Potenz von e oder einen veränderlichen Coöfficienten enthält, durch un- 
mittelbare Anwendung des T'aylorschen Satzes bestimmen. 

Beweis. Wenn f(x,) nicht werthlos wird, so ist eine normale 
Entwicklung von f(x,+.) nur dann unmöglich, wenn in f(x) Potenzen 
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vorkommen, deren Dignand für <= x, verschwindet, und deren Exponent 
positiv, gebrochen, oder eine Function von x ist, welche sich für = x, 
auf eine positive Constante oder auf Null reducirt.e. Für den ersten Fall, 
welcher zu einer nach positiven Potenzen von e fortlaufenden Reihe mit 
eonstanten Coefficienten führt, ist die Richtigkeit des Lehrsatzes allgemein 


bekannt. Was den zweiten Fall betrifft, so kann man die Potenz, welche 
na 
die normale Entwicklung hindert, durch [(e—x,)*y] * bezeichnen, wenn 


c. eine positive ganze oder gebrochene Zahl, »n eine positive ganze oder 
vebrochene Zahl oder Null vorstellt, und wenn y eine Function ist, die 
für e=x, nieht verschwindet, s dagegen mit <— x, zugleich Null wird. 
Entwickelt man nun f(x) nach Potenzen von (x — x,)”*‘, so erhält 

man 

f(x) = urv (ce — a)" "+9 — ar Hr. 
oder, wenn man s in der Form eines Products («—x,)“s, schreibt, und 
dabei u so grols nimmt, dafs s, für x = x, weder verschwindet, noch 
werthlos wird: 

f(x) = 

ut+v(x-x)”"+v(x-2)”t"[slog(e-x) + 42-2) stlog(x-2,)....j 

49,(#-2,)” + v/(2-2)”t"[2s,log(x-x2,) +4 (8x-8,)* (25, log(x-2,)+....] 

+ elc. 
Ist ferner m gebrochen und a, die gröfste in »» enthaltene ganze Zahl, 
so ist, wie man sieht, wenn man in dieser Reihe x, +e für x setzt, &” 
die höchste ganze Potenz mit constantem Exponenten, welche in der Ent- 
wicklung von f(=,-e) vorkommt, und wenn %, v,, %, .... nach s sich 
normal entwickeln lassen, so werden die ersten 2, + 1 Glieder jener Ent- 
wicklung folgende sein: 


\ d U € d? U € drı 7 False 
le ee 
dx/ 1 dz’/1,2 da"), 1.2....m, 
wo durch die Klammern angedeutet werden soll, dafs x, für x zu setzen 
ist. Ist on eine ganze Zahl und „<1, so sind die Glieder von f(x, + e), 
welche constante Coeflicienten haben, folgende: 
du drin ern—i dr u gm 
ee een ale eh gu e> 
A E ar Te wre he, da” ri TR; 
ist endlich an eine ganze Zahl, „>1 und m’ eine zwischen »2 und m + u 
liegende ganze Zahl, so folgen auf die so eben angeführten Glieder von 


Pig 


f(x, +.) noch normale Glieder von folgender Form: 
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\( dr ) + ( %ı) 1.2000.M/ 45 
da dı""/ 1.2 .(m— m] 1.2....m‘ 





„on. 808 


Soll nun die Behauptung des Lehrsatzes richtig sein, so wird gefordert, dafs 
(3 n. (= “) 
dx dx’ 
sei, so lange r<Im ist; dafs ferner, wenn m eine ganze Zahl ist. 
(TE) — (Z +) + (1.2....m) (v,) 
sei, und dafs endlich, wenn m’>m und <m+ u. ist, 


( ee na (5: “) + 1.2....M' Tan ) 
ET ee 1.2....(m’— m) \dem— 


nn 








sei. Die Richtigkeit dieser reinen folgt aber daraus, dafs erstlich 
dic —x )" (log(x- — £,))"] 

dr i 
wenn A positiv ist, für =», der Null gleich, oder werthlos wird, je 
nachdem A>r oder A<Zr ist, insofern hier für log1 der Hauptwerth Null 
allein anwendbar ist; und dafs zweitens 

[ep] 

da’ 

der Null gleich wird, wenn r<{A ist, 
= (1.2...r)P(x,), wenn r=Äh, und 


BR: Re ER 8 
— 1.2...(r—h) \dart 


Es erhellt zugleich hieraus, dafs allen nicht normalen Gliedern von 


[(xı-+e) werthlose Formen in der Taylorschen Reihe entsprechen, der 
Taylorsche Lehrsatz also kein einziges unrichtiges Glied liefert. 





); wenn 4 eine ganze Zahl und >r ist 


Enthält f(x) mehrere Potenzen mit veränderlichen Exponenten. 
welche sich für = x, auf positive Constanten oder auf Null reduciren, 
so läfst sich doch allemal f(x) auf die Form 

u+rv ce — a” +, (a — a" ton)" +. 
bringen, so dafs «, ß, Y.... für e=x, positiv werden, während von den 
einzelnen Gliedern dieser Reihe dasselbe gilt, was so eben für f(x) nach- 
gewiesen wurde. Also sind auch hier noch die ersten Glieder von 
f(x, +.) mit den Gliedern der 7 ae Reihe, soweit solche mit gau- 
zen Potenzen von & multiplicirt sind und in ihren Coeflicienten den log: 


nicht enthalten, übereinstimmend; nennen dals man für den etwa 
vorkommenden log 1 überall nur den Hauptwertli Null setzt. 
Creile’s Journal f. d. M. Bd. XXV. Heft 3. 30 
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$S.5. Cauchy’s Erklärung des Residuums und Auffindung des 
Werthes desselben. 

Die Erklärung des Residuums, wie sie Cauchy in seinen „Exercices 
I. p. 11 giebt, ist folgende: 

„Ist x, irgend ein Werth von x, welcher die Function f(=) un- 
endlich macht, und stellt & eine unendlich kleine Gröfse vor, so enthalten 
die ersten Glieder der nach steigenden Potenzen von e geordneten Ent- 
wicklung von f(x,+.) negative Potenzen von ge, und eines derselben 
ist ein Product, dessen einer Factor z ist und dessen anderer Factor 
einen endlichen Werth hat. Diesen endlichen Factor nennen wir das 
Residuum der Function f(x) in Bezug auf = x... 

Die Bestimmung des Werthes der Residuen geschieht ebendaselbst 
S.12 und 13, wie folgt: 

„Wird f(x) für e=x, unendlich, und daher ©, ein Wurzelwerth 
der Gleichung Fr —0, so mufls, wenn dieser Wurzelwerih z. B. mfach 


ist, (@— 2,)” f(x) ein Ausdruck sein, der für = r, einen endlichen, von 
Null verschiedenen Werth annimmt, und man hat, wenn 

— 2)" fl) = P(x) 
vesetzt und x mit z,-+: vertauscht wird, 


(pi 1 / / (. 
f 2, +:) gez Piz +®) = gr Da 2) +40 (@ + ‚er 4 nn 


gm 


1 op‘ (m-1) (x ı) pr) (m, +08) 
ae ee En 
Demnach ist, wenn das Residuum von f(x) in Bezug auf x = r, durch 


 RALR] (2 —2,)” 








(. Zn 2,” 
bezeichnet wird, 
' E: ft. )(e—ıı \m ion m- "D(r,) 
een jr 1. ern 
und für den besonderen Fall m = 1, 
\ are ı) zn dx...” 
ui a (( r a. r n \ L/*® 


Wegen die obige Erklärung ist nun ee erstlich, dafs, insofern 
Cauchy, wie der Verfolg zeigt, zu den Werthen von x, weiche f(x) un- 
endlich machen, auch solche zählt, für welche f(x) den Logarithmus von 
Null in sich aufnimmt, für f(x, e) nicht, wie behauptet wird, allemal eine 
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Reihe mit negaliven Potenzen von e existirt. Zweitens, dafs, wenu sich 
wirklich f(z,+e) nach negativen Potenzen steigend entwickelu läfst, nicht 


“ * . - 1 “ . * . ” 
uolhwendig, wie es Cauchy voraussetzt, ein mit — multiplicirtes Glied vor- 


handen ist. Drittens, dafs, wenn in f(x, -+e) ein mit e multiplicirtes Glied 
vorkommt, der Coefficient nzcht nothwendig die Eigenschaften, welche in 
der Folge den Residuen beigelegt werden, und namentlich nicht den durch 
die Gleichungen (1. und 2.) bestimmten Werth hat. 

Gegen die Entwicklung der Formeln (1. und 2.) ist einzuwenden. 
dafs sie nur in dem besonderen Fall allgemein gültig ist, wenn die Glei- 


1 2 - 
chung FF O auf eine algebra:sche Gleichung führt. 
Da nun Cauchy die Gesetze, die er für die Residuen ableitet. 
gleichwohl für jeden Wurzelwerth der Gleichung - -=0( anwendet, an- 
fs) 


drerseits alle diese Gesetze auf der Richtigkeit der Gleichungen (1. und 2.) 
beruhen, so werden wir zur Kenutnifs aller der Fälle kommen, in welchen 
jene Gesetze in der That anwendbar sind, wenn wir die Grenzen der 
Gültigkeit der Gleichungen (1. und 2.) untersuchen. 

Um den Gegenstand in seiner gröfsten Allgemeinheit zu behandeln. 
sehen wir vorläufig ganz von der dem Residuum beigelegten Eigenschaft, 
ein Coöfficient der Entwicklung von f(@,—+e) zu sein, ab, und stellen 
folgenden Begriff für das Residuum auf. 

8. 6. Ist f(x) eine beliebige Function von z, und x, ein besonderer 
Wertli dieses x: existlirt ferner eine positive ganze Zahl »n, für welche 


dr» — £, SZ] a 
(4.) Be (m —1)dar- r, J 


eine Bedeutung hat, so nenne man diesen Ausdruck (a.) das auf 2 = z, sich 
beziehende Residuum von /(). 

8.7. Zusatz. Hat der Ausdruck (a. $. 6.) für m=Yy einen be- 
stimmten Werth A, so hat derselbe auch für jeden Werth von ın, der 
gröfser als y ist, einen Werth, und zwar denselben Werth X. Da näm- 
lich, wenn der Ausdruck (a«.) für m =, eine Bedeutung haben soll, auch 
(z—x,)/f(xc) nach $.1, 2. nicht ohne Bedeutung sein kann, so hat man, 
wenn z eine beliebige ganze Zahl vorstellt, die gröfser als Y ist: 


— ——— _ ——————— 


=) Das angehängte .r, bedeutet, dafs in dem eingeklammerten Ausdruck nach 
dem Differenziiren x mit x, vertauscht werden soll. 


30% 
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ara," Fa) _ dNa—a, "rar IflR)) 12. mt) dr Ur.) fa) 

dar 6% dann! ee + te, 
Der Werth eines Residuums ist demnach unabhängig von der Gröfse des 
Exponenten rn, wenn dieser nur nicht kleiner ist, als der kleinste Werth, 


für den der Ausdruck (a.) eine Bedeutung hat. 


$. 8. Zusatz. Hat eine Function f(x) für z = r, ein Residunm, 


so ist solches allemal dem Coefficienten von e' 


in der nach steigenden 
Potenzen von e fortschreitenden Entwicklung von f(x,-+e) gleich. (Nicht 
aber ist umgekehrt der Coöffieient von &' allemal ein Residuum von f(z)). 
Es ist nämlich nach $. 4. der Ausdruck 
a — EI FEN 
\ der Ir,’ 


so oft derselbe eine Bedeutung hat, der Goefficient von 


m-I e 
al. 
der nach steigenden Potenzen von e fortschreitenden Entwicklung von 
2—x,)”f(#)].,+., d.h. von €” f(x,+ e), und mithin auch der Coefficient 


von | -— . in der Entwicklung von f(z,+ 8), w. z. b. w. 


Hat daher eine Function ein auf 2 = x, sich beziehendes Residuum, 
während /(z,+ 8), nach steigenden Potenzen von e entwickelt, kein mit &' 
multiplieirtes Glied hat, so muls der Ausdruck («.), welcher den Werth 
des Residuums angiebt, der Null gleich sein. Wir werden die Residuen 
in diesem Falle, da man noch Glieder mit Null- Coefficienten künstlich in 
die Entwicklung von f(x,+e) hineinbringen mufs, wenn man dieselben 
mit Cauchy als Coöfficienten von &' betrachten will, künstliche Residuen 
nennen. Die nicht künstlichen Residuen mögen alsdann, im Gegensatze zu 


denselben. natürlche heifsen. 


$s.9. Von den Werthen von x, für welche eine Function f(x) 
eines Residuums führg ist. 

I. Eine Function f(x) hat für jeden Werth x, von x ein Residuum, 
und zwar ein künstliches, so oft f(x,) nicht werthlos ist, mag f(x, + e) 
normal nach & entwickelbar sein, oder nicht. In diesem Falle ist nämlich 
e—a,)/(@)],, = 0, und hiermit nach $. 7. auch 


I ws 


m-i 


1.2....(m—1)dx 


für jeden positiven ganzen Zahlenwerth von m. 
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I. Eine Function f(x) hat ein auf x = r, sich beziehendes 
(künstliches) Residuum, wenn /(x,) allein dadurch werthlos wird, dafs in 
f(x) positive Potenzen von Logarithmen vorkommen, deren Logarithmand 
für =x, verschwindet. Es läfst sich nämlich in diesem Fall f(x, + :) 
nach $. 3. in eine Reihe verwandeln, die nach positiven Potenzen von loge 
fortschreitet und deren Coefficienten nach positiven Potenzen von & ent- 
wickelbar sind. Demnach mufls («—x,)f(x) für e=x,, und somit auch 
der Ausdruck (a.) für = x, verschwinden, wofern man nur stets log | 
als seinen Hauptwerth ausdrückend sich vorstellt. 

III. Soll f(x) überhaupt eines zu e= x, gehörenden Residuunms 
fähig sein, so muls 

1. f(x) für <= x, reductibel sein, weil nach $. 1, 2. der Ausdruck 
(a.) keine Bedeutung haben kann, wenn [(x — x,)" /(x)]., werthlos ist. 
Dies tritt, aufser in den so eben in I. und Il. bezeichneten Fällen, dem $. 3. 
zufolge, nur ein: erstlich, wenn f(x,) dadurch werthlos wird, dafs in f(x) 
Potenzen in einfacher Form vorkommen, deren Dignanden für x = x, ver- 
schwinden und deren Exponenten negative ganze oder gebrochene Zahlen 
oder Functionen von x sind, die sich für « = x, auf negative Constanten 
reduciren; zweitens, wenn überdies solche Potenzen und Logarithmen in 
f(x) enthalten sind, welche den Fällen I. und MH. entsprechen; wofern nur 
dann die Logarithmen lediglich in einfacher Form vorhanden sind. 

2. Muls zufolge des $.4. &” f(x, + ©), bis zu dem mit &”' multiplieir- 
ten Gliede hin, in seiner nach steigenden Potenzen von eg geordneten Ent- 
wicklung nur positive ganze Potenzen mit constanten Coöfficienten ent- 
halten, d. h. es dürfen in der Entwicklung von f(x, + e), bis zu dem mit 
e”' multiplieirten Gliede hin, nur negative ganze Potenzen und constante 
Coefficienten vorkommen. 

Enthält f(x) nur negative ganze Potenzen mit verschwindenden 
Dignanden, so sind diese Bedingungen erfüllt; also unter andern, wenn /(x) 
eine gebrochene Function mit rationalem Nenner ist; auf weichen Fall 
allein der Cauchysche Beweis der Formel («.) pafst. 

Enthält f(x) eine negativ gebrochene Potenz mit verschwindendem 
Dignanden, und ist etwa [(e—x,)‘y]’ (wo y mit 2— x, nicht zugleich 
verschwindend zu nehmen ist) diese Potenz, so geht, da dieselbe nur in 
einfacher Form vorkommen darf, die Gleichung (4. $. 2.) in 

uru(c— x)" + (2e— x)" + ....0 (vr, 


4 
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über, und die geforderte Bedingung ist daher nur erfüllt, wenn Aun ein 
negativer echter Bruch ist. Um also im Voraus zu erkennen, ob ein Re- 
siduum in diesem Falle existirt, hat man nur, nachdem man die etwa vor- 
kommenden, jene Potenzen enthaltenden, mit ganzen positiven Zahlen po- 
tenziirten Binome oder Polynome entwickelt sich vorgestellt hat, zu sehen, 
ob der höchste negative Exponent echt oder unecht gebrochen sei. 

Liegt die Unmöglichkeit, f(x, e) normal zu entwickeln, darin, dafs 
f(x) eine Potenz enthält, deren Dignand für x = x, verschwindet und 
deren Exponent für x = x, sich auf eine negative Constante reducirt, so 
hat man, wenn jene Potenz durch [(e— x°)y]’ vorgestellt wird und übri- 
sens die Bezeichnungen des $. 2. beibehalten werden: 


j %) = ut, ir)" +, 1) + ....Ü, (22), 
at) = WW HET LEE, 
und, wenn wiederum «{n) = ?+(s) gesetzt wird, wo (s) mit e zugleich 


verschwindet, 
fan +:) = (u) + (w)efi+(s)lge+...]+(v)e[i+ Q2s)loge+ ....]+ ... 
.. + (v,)eE"[1+(As)loge-+....]. 

Ist nun (s) = e”(s’) und ß so gewählt, dafs (s‘) für <= 0 weder ver- 
schwindet noch werthlos wird, so ist das mit +" multiplieirte Glied das 
erste, welches einen veränderlichen Coöfficienten erhält. Demnach mufs, 
wenn ein Residuum existiren soll, erstlich, + A? >—1 sein; zweitens mufs 
; eine (negative) ganze Zahl, oder doch wenigstens 42 eine (negative) echt 
gebrochene Zahl sein. Ist hr echt gebrochen, so ist, da 2 stets positiv 
ist, die erste Bedingung von selbst erfülll. Der Werth von A?, von 
welchem hiernach das Vorhandensein eines Residuums abhängt, läfst sich 
sogleich aus der Function f(x) herauslesen, da jene Potenz [(= —x,)“r]' 
nur in einfacher Korm in f(x) vorhanden ist. 

Was endlich die in $. 2. HI. 3, erwälnten Entwicklungen beirifft, 
so hat man für sie die Form 

fe) = 

we (2— a0,) rw (ra) log (a—a,)"+ ur (aa) [log ae— a) +... 


..+Ww(e—2) [log — x)’, 


wo sich (WW) (Wi)xiters (Wr)xiges «,.. Mach positiven Potenzen vou & ent- 
wickeln lassen. Wird nun durch y—1 der gröfste unter den numerischen 
VW erthen von u; Ole u Or 0, .» 9008 vorgestellt, N) hat e— )”/()].., für 


\ 
/ 
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jeden Werth von m, der gröfser als y ist, eine Bedeutung, und es müssen 
folglich, da 

fa +) = (w)e + (ww) loge" + (w,)e: (logge) +....(w,)e *(loge”) 
ISb, Gıs Gay «+ &, echte Brüche oder Null, und « muls entweder eine ganze 
Zahl oder ein echter Bruch sein. Ist « eine ganze Zall, so wird das 
Residuum ein natürliches: ist & ein echter Bruch, so wird dasselbe ein 


hr 


künstliches. 
Anmerkung. Dafür, dafs nicht, wie Cauchy behauptet, jeder 
Wurzelwerth der Gleichung 5 = 0 zu einem Residuum führt, so wie, 


dafs nicht allemal der Coe@fficient von &' in der Entwicklung von f(x, + &) 
durch die Kormel (1. $. 5.) vorgestellt werden kann, lassen sich nach 
dem Vorstehenden leicht Beispiele als Belege finden. Ist z. B. f(x) = 


- 5 1+2_ X 4 - R 
Br en + 5 , So gehört nach Cauchy auch zu dem Wur- 








x —2 (2 — 27% (a — 
zelwerth 2 der Gleichung = —=() ein Residuum, für welches sich findet: 
Sa) —2 _ (Pa —Da)\ _ ı 
. (x —2)) | 2dx? ),. er 


Es würde dasselbe also einerseits, in Cauchy's Sinne genommen, unendlich 
werden, während in der Erklärung ($. 5.) die Residuen als etwas unbedingt 
Eudliches aufgestellt worden sind; und andrerseits giebt die direete Ent- 
wicklung 

Sat) = 2’ +e?+32?+52"7+144+7: 


für den Coefficienten von &”' den endlichen Werth 5. 


Zuu den Folgerungen, deren Unhaltbarkeit sich unmittelbar aus dem 
Vorstehenden ergiebt, gehört unter andern die in den Exereices 1. pag. 21 
ausgesprochene: dafs man aus jeder beliebigen Function f(x), welche nicht 
für alle Werthe von x einen endlichen Werth hat, eine andere, welche für 
jeden Werth von x einen endlichen Werih behält, dadurch ableiten könne, 
dafs man die Summe der zu allen f(x) = x machenden Wertlen von x 
gehörigen Residuen (das von Cauchy sogenannte Integralresiduum) subtrahire. 

Aus den Sätzen, welche, um allgemein gültig zu werden, einer Um- 
änderung bedürfen, heben wir beispielsweise folgenden in den Exereices 1. 
pag. 167 et segq. behandelten wegen seiner häufigeren Anwendung heraus. 
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$. 10. Wird /(2) für z2=2, unendlich, und giebt es eine ganze 
Zahl on, für welche ee ae = () ver so ist auch 
/ 
a ng; 
IE 3 —% 4 


Aus dem Öbigen ist klar, dafs dieser Satz, wenn er richtig wäre, 
Anwendung müfste finden dürfen, so oft f(z) für z=x, ein Residuum hat, 
da in diesem Fall stets ein Werth von m existirt, welcher (x — 2)" f(z) = 0 
macht. Es ist derselbe aber, wenn f{z) ein auf z=z, sich beziehendes Re- 


siduum hat, nur unfer gewissen Umständen richtig, und nie richtig, wenn 


(2) kein Residuum für = 2, hat. 

Um dies nachzuweisen, nehmen wir zuvörderst an, es enthalte f(z) 
keinen Luogaritimen, dessen Logarithmand, und keine Potenz mit veränder- 
lichem Dignanden, deren Dignand für x = 2, verschwindet. 

Unter dieser Voraussetzung enthält die nach steigenden Potenzen von 
2 — 2, geordnete Entwicklung von f(z) (da nach der Annahme (z<— 2,)” f(z) 
für einen ganzen Zahlenwerth von m soll verschwinden können) nur po- 
sitive, oder positive und negative Potenzen von z<—xz,. Befinden sich 
nun unter diesen Potenzen negative gebrochene, so erhält man durch Dif- 
ferenziiren der dem f(z) gleichen Reihe für f’(z) eine nach Potenzen von 
x— 2, fortschreitende Entwicklung, welche, da sich dabei die Exponenten 
um Eins verringern, jederzeit unecht gebrochene negative Exponenten ent- 
halten mufs. Es hat demnach 
E 2—-H)f'@) 

((3—3,)) 
keinen Werth (oder nach Cauchy's Vorstellungsweise einen unendlichen 
Werth ), also nicht den Werth Null, so oft in f(z) negative gebrochene 
Potenzen, deren Dignand für <= x, verschwindet, vorkommen, sei es, dafs 
dieselben echt gebrochen sind (und daher f(z) eines Residuums für z—=z 
fähig ist). oder nicht. 





Schliefst dagegen f{z) nur positive Potenzen, oder, wenn darin auch 
negative Potenzen vorhanden sind, nur negative ganze Potenzen in sich, 
in denen der Dignand für <= x, verschwindet, so hat f’(z) mit f(z) zu- 
xleich ein Residuum. In diesem Falle sind auch die beiden Glieder auf 
der rechten Seite der identischen Gleichung 


8.. FA) u u BR TER Au in :) 
Rt‘ (a—%,)" DE z, mt 


ın welcher der Kürze wegen P(z) für (2 —2,)” f(z) steht, eines auf z=g, 
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sich beziehenden Residuums fähig. Denn einerseits hat der Quotien 
(3) 


= —— , da er mit — 


- identisch ist und f(z) keine negative gehro- 


A 
chene Potenzen von S—2, in seiner Entwicklung enthalten soll, keine 
unecht gebrochene negative Potenzen von 2— x, in seiner Entwicklung. 
Anderseits sind die Glieder der nach steigenden Potenzen von 2— x, ge- 
ordneten Entwicklung von D(z) von der Form v(z— z,), wo r stets po- 
sitiv ist, und zwar entweder eine ganze Zahl, oder eine gebrochene Zahl 


‚ i (2) : 
>m. Die entsprechenden Glieder von “ z m nehmen daher die Form 
ao: 


rv Fi ae \—m—j >I \r—m 
© zı) re dx — (2 — 


an und geben folglich wiederum keine Glieder mit negaliven, unecht ge- 
brochenen Potenzen von 2—.2;. 





Diesem zufolge darf man aus der Gleichung (2.), gliederweise die 
auf z=z, sich beziehenden Residuen nehmend, folgende Gleichung ableiten: 




















 Fo@—z) _ p_P@ 6) 
En tOe-z) _ ErO um 
((3—2,)) ((2—2z, ‚yr | ((2— 3, )ym+ 
Pen dr p(z ) Fr dr Y (2) ne 
1.2....(m—1)dx” 2 BE Fr” 77 Zu 0. 


Der obige Satz ist demnach unter der gemachten Voraussetzung nur richtig, 
wenn in f(x) keine negativen gebrochenen Potenzen vorkommen, deren 
Dignand für = 2, verschwindet. 


Enthält dagegen f(x) noch Logarithmen, in denen der Logarithmand 
für x = z, verschwindet, oder Potenzen mit veränderlichen Exponenten, 
in denen der Diguand für z=2, der Null gleich wird, so läfst sich, da 
(2 —3,)"”f(z)];, soll verschwinden können, f(z) auf Fer Form bringen: 

fe) = vr — 2)" +v(r— 2,) [log — 2) +....; 
wo die etwa noch folgenden Glieder die Form des zweiten Gliedes haben 
und wo ©, d%,, .... für z=2, weder verschwinden, noch werthlos werden; 
wo ferner « und ‘y positiv, und endlich n und s reell sind. Soll dabei f(z) 
ein auf s=2, sich beziehendes Residuum haben, so darf überdies r nicht 
eine negalive unecht gebrochene Zahl und s nicht gleich —I oder kleiner 
als —1 sein. Bezeichnet man nun log(z— 2,)* durch w, so ist 











I[v(z—z, dv, 
4. fe): Lv‘ > ” Tz z—2)W+sv(z—z)'w 
+oyv (2 —z)"Tw+ etc. 
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Demnach existirt ein Residuum von f’(z) nur dann, wenn r nicht negativ ge- 


brochen ist, und wenn s gleich Null oder positiv, und y>1 ist, mithin nie, 
wenn nicht auch f(z) ein Residuum hat; im entgegengesetzten Falle nur 
unter gewissen Beschränkungen. Es ist nämlich, nach dem Vorigen, in- 
sofern n keine negative gebrochene Zahl vorstellen darf, 


get (2 an = 





((3— 2 )dz 0; 
ferner sind 
dv (z — 23, )"t!ur sv (3 —2,)’ur 
ek und E —ı u —, 
dz ((3s—2,) (% — %,)) 


als künstliche Residuen, gleich der Null, und mithin erhält man, auf jeder 
Seite der Gleichung (4) die Residuen nehmend: 
£ - an ET a ee 5 
970) ) ((3—3,)) 
Ist daher y>1, so nd auch das Residuum der rechten Seite, als 
künstliches Residuum, und es findet sich der Lehrsatz für diesen Fall be- 
stätigt. Ist aber y= 1, so wird 
/ nt zn 
"ee u u ei 
(—2,)) (3 x } 
und mithin im Allgemeinen noch? gleich Null, nämlich gleich «(v,)., wenn 
eleichzeitig s = O0 ist. 


(3—2,)' wi! 


Bei logarithmischen Functionen hat also f’(z) nur dann ein Residuum, 
wenn der Exponent des Logarithmen >1 ist und der Coeffieient desselben 
für &= 2, nicht werthlos wird; und sind diese Bedingungen erfüllt, so ist 
das Residuum, gleichfalls im Widerspruch mit dem Lehrsatze, von Null ver- 
schieden, wenn jener Exponent gleich Eins ist und der Coefficient für 
x —= z, nicht verschwindet. 

Was den Fall betrifft, in welchem f(z) Potenzen mit veränderlichen 
Kxponenten enthält, so mufs, wenn der Exponent durch a -+(2—2,)’y 
vorgestellt wird (wo 3 so anzunehmen ist, dafs g für z= x, weder ver- 
schwindet noch werthlos wird), B>m—1 sein, wenn f’(z) ein Residuum 
haben soll; es wird dasselbe aber, wenn es existirt, stets der Null gleich, 
weil alsdann in /(z) höhere Potenzen in log(2—2,) eingehen. 

Dafs es einen Kall giebt, in welchem f’(z) ein von Null verschie- 
dlenes Residunm hat, ist Cauchy bekannt gewesen, da er gleich darauf 

2.0. 8. 169) die Abhängigkeit der Existenz solcher von Null verschie- 


\ 


dener Residuen von Logarithmen, die in f(z) vorkommen, nachweiset; und 
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u der That glaubt er diesen Fall durch die Bemerkung: „es müsse 
I(z2— 2)” f(2)];, für einen ganzen Zahlenwerth von zn verschwinden 
können” oder durch die Bemerkung (in die er jene nachher S. 169 um- 
ändert): „es müsse [(2— 2,)” /(z)];, für einen ganzen Zahlenwerth 
von m endlich und von Null verschieden werden können” ausgeschlossei 
zu haben. 

Allein es ist nie, wie Cauchy hiernach offenbar annimmt, (2-2,)” log (2-2, 
für z=x, unendlich, so dafs jene Bemerkungen den beabsichtigten Aus- 
schlufs nicht bewirken. 


31” 
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18. 


Ueber die Summirung der Reihen von der Form 
490), ADD, 2992, ..:. 2,02”, ....5 
wo 4 eine beliebige constante Gröfse, 4, eine beliebige 
und O®(z) eine ganze rationale algebraische Function 
der positiven ganzen Zahl z bezeichnet. 


( Von dem Herrn Prof. Grunert in Greifswalde.) 


a 


Y enn die Reihe 
U Ma WE le RE 1 

deren Glieder Funetionen von x und, so wie (wenn nicht ausdrücklich 
etwas Anderes bemerkt wird) alle im Folgenden vorkommenden Grölsen 
reelle Gröfsen sein sollen, für jedes x, welches gröfser als « und kleiner 
als 5 ist, wobei natürlich @ kleiner als 5 angenommen wird, convergirt, 
und die Summe s hat, so soll dies im Folgenden, wo es die Deutlichkeit 
fordert, durch 

s—_t+htrbt+bt.. ++... ja<e<b! 
bezeichnet werden. 

Dafs die Gleichung 
ur A 

für jedes ©, welches gröfser als « und kleiner als 5 ist, und aufserdem 
auch noch für z=a gilt, soll im Folgenden durch 

s—=t+uh+Lb+6b+... +ı+... ja = s<b} 
bezeichnet werden. 

Dafs die Gleichung 
est 

für jedes x, welches gröfser als « und kleiner als 5 ist, und auflserdem 
auch noch für = = db gilt, soll auf ähnliche Art durch 

s=t+h +++... +64... fa<e=D 


bezeichnet werden. 














18. Grunert, Summirung gewisser Reihen. 241 


Gilt endlich die Gleichung 
s=t+h+L+t,+..+4+.... 
für jedes x, welches gröfser als @ und kleiner als b ist, und aufserdem 
auch noch für =a und z =D, so soll dies durch 
s—=t+ıhr: + +. Ft... [ar =)! 


bezeichnet werden. 


S. 2, 

lLhehrsatz. Wenn, vorausgeselzt, dafs a kleiner als b ist, die 
Reihe A, A,z, A,r’, A,2, .... A,x".... für jedes x von x = a bis 
x —b convergirt und für jeden dieser Werthe von x die Summe f\x) 
hat, d. h. wenn 

fi) = 4+A, +4” +AT°+.. +42” +... [[=r =)! 
ist, so convergirt für dieselben Werthe von x auch jederzeit die Reihe 
4; 24x, 34,x’, 4A,x, . . “ * nA,x"", .»...% 

und für jeden der ın der Reihe stehenden Werthe von x ist f(x) die 
Summe dieser Reihe; wo f‘(x) wie gewöhnlich den ersten Differential- 
quotienten oder die erste derivirte Function von f(x) bezeichnet; oder es 
ist unter den gemachten Voraussetzungen immer 
. u ‘ . 2 / 3 
f(x) — 4A, 4 24,0 + 34,x +44, x +... a. n A," E= .... ‚a — I — b\. 

Beweis. I. Für -=a ist nach der Voraussetzung 

[(«) = A+Aa+A.a + A, + .. t+A, u" ti... 
Kerner ist, wenn 2 eine unendlich kleine positive Gröfse bezeichnet, nach 
der Voraussetzung, da «+2 zwischen « und d liegt, 
fla+i) = A+Ala+)+A,(a ++... +A,(a +" +... 

Also ist 


A u KL ui A, ar. a‘ A, (ati)? —a? 4 A, (a+i)’ —u® r\ . 














ar EEE Pe 


Nach einem bekannten Satze der Differentialrechnung, wegen dessen uns 
hier auf Cauchy, Legons sur le caleul differentiel. Paris 1829. p. 36. 
zu verweisen erlaubt sein mag, ist aber, wenn g einen positiven echten 
Bruch bezeichnet: 


fat) = f)+if(a-+ei), 
fla+i) — f(a) 


oder 





= flatei); 
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und auf ganz ähuliche Art ist, wenn 


er 9 


E 


O4; 


0,; 


positive echte Brüche bezeichnen, 


at: =atila+tg)., 
(ati? = +2rela +), 
(at) = a +3tla +0), 
(a+i" = «+4rla+e,), 
(a+9)" = a" +nila+e,"" 
u. Ss. w. 
ode: 
er u (a + 02), 
(a+1)? — .q? 





2(a+ ei), 
= 3(a+ 98), 


4(a+p,?)’, 








| 


n(a-+ 0,2)" 

. W. 

Folglich ist nach dem Obigen 

[a+o)= A,(a+g:)’+24, (a +02) +34; (a +2) + 4A,(a +2)’ +... 
..tnA,a +00)" + e..; 

und diese Gleichung gilt, wie nahe man auch 2 bei Null annehmen mag. 

Daher gilt dieselbe offenbar auch für die Grenzen, denen sich die Gröfsen 

auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens nähern, wenn man : sich der 


Null nähern läfst. Da aber 


eo, Ei» Pr Ps Pu On 3 
positive echte Brüche sind, so nähern sich die Gröfsen 


f(a+o?), (a + 012)’ (“+ 9%)", (a+ 032)", (a FM), ...., 


9) 

wenn 2 sich der Null nähert, offenbar respective den Grenzen 
f (a), u 

und können denselben beliebig nahe gebracht werden, wenn man nur © nahe 

genug bei Null nimmt. Also ist nach dem Vorhergehenden 


a, er 


f'(a —— A, +24A4,a +3A,®+4A,d’-+.... +nA,a""+ des. 
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iD 
— 


2 


1. Kür x =b ist nach der Voraussetzung 
fd) = AA +46 HAN +... +40" +... 
Kerner ist, wenn 2 wieder eine unendlich kleine positive Gröfse bezeich- 
net, nach der Voraussetzung, da 5—2 zwischen @ und db liegt. 
0—i) = ALA; + Alb) > AA. 


1. ( 
und folglich 


Aus au auc — A, — LA ‚can Amen > 4 (b— Di wi 4 


VENEN ® 
‚+4, ) r ) . 


Nach dem schon oben angewandten Satze aus der Diflerentialrechnung ist 
aber, wenn 











> Pı > 2» 03, Pd; » a... On» 


wieder positive echte Brüche bezeichnen: 


(0) = f(b) — if’ (bei) 

















nd 
Der = b— 00), 
(bit) — "—- Üb—o), 
(bi) = D’— 3:(b— 9,1), 
Gb)" =b—4ib— pi), 
b—ı" = D" — ni(b— 0,2)" 
u. Ss. W. 
oder | | 
Fe Yan — —f'(b—oi), 
und 
b)—b \() 
u b— 02), 
ER = — 2(b— 0,0)‘, 
b— 9) 5° 2 
(b—)+— bi 
2 — 4b—o, 


bi" a ch 
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Also ist, nach der oben gefundenen Gleichung, wenn man zugleich auf beiden 


Seiten derselben mit —1 multiplicirt, 


veseizten verwandelt, 


oder die Zeichen in die entgegen- 


b—o)= Al — ai) + 24— 2) +34, — gi’ +44 —ai+.- 
..t n A,(b — p,2)""" +... 

für jedes noch so kleine 2, und folglich, weun man, indem man sich näm- 

lich der Null nähern läfst, auf beiden Seiten dieser Gleichung die Grenzen 


nimmt. 
f®)= 
111. 

von x ıst. 


und auch 


4,+24: b+340°’ +44, + ...+nA,b""+.. 
Wenn £ ein beliebiger, zwischen « und db en Werth 
so ist nachı der Voraussetzung 


SAALE FAE FH... +AE ten, 














Et) AALEN HAFT +... +A,EtN" +... 
Also ıst 
ty —ftS E+)—$ (Et)? — £: (E+i)3 — 8 
ft IE HET UP... 
A re — 
... + n m Bea 5 +... 
Bezeichnen aber wieder 
> ey 0» PB» TE äh PD.» 


positive echte Brüche, so ist, 
[(E+?) 
+ 
und 
+3 
Ei 
(£+2)° 
(£+2)° 
= 
(E+ 
gt?) 


+2)" 


INK 


/ 
\ 


oder 


ii d 


auf ganz ähnliche Art wie oben, 


LOEHif (Etei), 


EAN BE A ZN LA Zr NN 


(E02), 
cr); 
ze... : 

Ns 


) 


- 


zn + I+ 7 


+ 
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(Et)? — & “2 
oe tilere), 
(E+i)4 — Ba 

z = +4E +90) 





Folglich ist 
+f (Er) = +AlEe re NM LrAlEtEN EIAlErRi+IA Er) + 
+ RA Li 
oder 
f'(Etei) = Aldtai +2AEreÄN +3 A lEr + Etat 
t+nAlct "tee, 
für jedes noch so kleine 2. 
Geht man nun, indem man 2 sich der Null nähern läfst, wieder zu 
den Grenzen über, so erhält man 
fo = A+?AE+34,8°+44° +... nA, 
IV. Aus I, IH. und IN. folgt, dafs 
[)= A +? +342°+44,0° +... +04, +..ju=mr=b! 


ists was bewieseu werden sollte. 


S. 3. 
Zusätze. I Wenn 
fx) = A+Ar+ArRr+AK° +... +A, "+... ja=r<b, 
st, so 2st 
f(a) = A‚+24,2 +34, 0” +44, 8° +... nA, +... ja=re<b| 
II. Wenn 
fı)=A+Axr+4%°+AxX°+... +4,02" +... ja<xe=b! 
ist, so ıst 
fy=A+?Ar +3A;X+4AR°+.... +nA, at... ja<xe=b). 
II. Wenn 
fa) = A+Axr+A 2’ +A, +... +AÄ, "+... gua<e<b;, 
ist, so est 
f)=A+?242+340°+44,0° +... +04," +... ja<ae<b). 
Diese drei Sätze ergeben sich unmittelbar aus dem im vorhergehenden 
Paragraphen bewiesenen Satze und sind, ebenso wie dieser Satz, sowohl 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd.XXV. Heft 3. 32 
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für das Folgende, als auch für die strenge Theorie der Reihen überhaupt 


wichtie. 


S. 4. 
Wir wollen jetzt annehmen, dafs für jedes z zwischen zwei be- 
stimmten Grenzen, die wir jedoch der Kürze wegen nicht wirklich angeben 
oder durch besondere Symbole bezeichnen wollen, 
Ts) A 4 A,c + A,” 5= A,’ +...+ A," + ...» 


sei, so ist nach $.2. und 3., für jedes x zwischen denselben Grenzen, 


Br ) 
of 2) em A, +240+34,x' + .... u n A, x”! 4 .... 


BE 


und folglich 
„— of(a)= A x +24,” +3Ar’ +... nA"... 
2. 


Also ist ferner nach $.2. und 3. für jedes x zwischen denselben Grenzen 
1 r Hi 2 r » nd 72 ) > n 
o( of x)) — A+TAc +3 Art... +n A,c"' 4 u...» 
ON 


und folglich 


N h r a . » x ) ) R) > > 7) 
C ( of(x ) — As HA + IPA Hr... + Aac’ +... 
4P OA 

Also ist wieder nach $. 2. und 3. für jedes x zwischen denselben Grenzen 


ri ie a 3 a3 % 
( o( / x )) —— A, +T’Ax +34,’ + .... -L n’ A, a" .....a 
er \ F 


ed} 
Es NOKX 


ee 


und folglich 
Pr Fe - ri Fe 3 An \ a3 ) 3 we 3 y 

. ö(- Oo -— Of x))) = Ace +74 + 3A +... +nAX" +... 
er riit 
Wie man auf diese Art weiter gehen könne, erhellet hier schon deutlich 
senug, und wir werden durch das Vorhergehende unmittelbar auf folgen- 
des Theorem geführt: 

Wenn für jedes x zwischen zwei bestimmten Grenzen, 

f X pe A+Axr +42 + Ant... +A,2"”+ .... 


ist, so st für jedes x zwischen denselben Grenzen, 
} k—1 k—2 2 l 
2 r N r BY A he 4 r E 07 
A > © ( er Ü ( > © ( r- Ze 0 ( r- e Ö ( x)))) ... ) 
+ CO. OxX OK or 0X / % 
— A+14 +74" +3 A, +... +n'Ad,x"+ ....; 


wo die Anzahl der Differentiationen in dem Ausdrucke auf der linken 
Seite des Gleichheitszeichens durch erhöht geschriebene Indices bezeichnet 


worden ist. 
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217 
$. 3. 
Zunächst wollten wir uns nun mit der Entwicklung des Ausdrucks 
„X k—1 k—2 2 1 \ 
J r ui r LE r er a, 
(7-8 (8 (F-....2(-8f@))))....) 
O4 4 or coX Wo f x))) j 


beschäftigen. 
Durch Differentiation erhält man, wenn man der Kürze wegen die 
Differentialquotienten oder derivirten F'unctionen von f(x) 


nach Layrange 
bezeichnet, ohne Schwierigkeit: 


Fe ge Yu, 
7, la)=uf (), 


wa n ze. ", Ev Af/.\ En 7 PORT IT DEEE ER 
learn) = rohe tet 

Et a A a% Eu 
3: (35 (7; ” 6 E oft 2))))= =.) ie) r6R fa) + it? 


u » S. W. 


und schliefst hieraus leicht, dafs, indem 
5 h k 


h N 
Y Y 
Ü, , A r 2 2) C, . . ‘ . “ Ü, 


gewisse von x unabhängige Uoöfficienten ARHREND: allgemein 
r ‚h r k—1 r k—2 p Bi <- ” \ 
ee en u  - 
Ei 27 i er ö er af x))))-- ) 
k R 
= Ce‘) + Ga) + (a)... C ef) ist. 


Um dieses Gesetz allgemein zu beweisen und zugleich recurrirende 
Ausdrücke zur Bestimmung der von x unabhängigen Coefficienten zu finden. 


wollen wir die vorstehende Gleichung nochmals differentiiren. Dadurch er- 
halten wir 


ie Ale  2(T))))---) 
== C,zf' (x) 
+ ( 4 2C)a f' (&) 
+ (C + 3C)a’f"(e) 
+&+46) x [" (@) 


- 


Ci + kC,) we (x) 
+ C, gt - +1 (a). 
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Also ist. wenn wir 


A +1 
7 y 
C, u C,, 
Ak k k+1 
Y f Y 
C+2GC, _— U. 
&k h k+1 
v « Y Y 
C,+3(0, — C;, 
k k k+I 
y / Y 
G+4C, = C, 
k h k+1 
Y Y f 
C,,+kÜC, — C,, 
k k+1 
Y 
k C;4 
veizen. 
COX OX \oX 0X O8 Er / 2))))) 
k+t k+1 k+1 IH 


= Gef (FO) HG la) ++ tl), 
und hierdurch folglich nicht blofs die Allgemeinheit des oben bemerkten 
Gesetzes bewiesen, sondern auch zugleich eine recurrirende Bestimmungs- 
methode der von x unabhängigen Coefficienten gefunden. Man könnte nach 
dieser Methode leicht eine Tafel der in Rede stehenden Coefficienten be- 
rechnen **); für jetzt genügt es, den Beweis geliefert zu haben, dafs diese 
Coeffieienten immer als bekannte Gröfsen betrachtet werden können. 
S. 6. 

Das in $. 4. bewiesene, für alles Folgende wichtige Theorem läfst 
sich nun auch auf folgenden Ausdruck bringen. 

Wenn für jedes x zwischen zwei bestimmten Grenzen 

fx) = A+Axr+A + A,’ +... +A,0" +... 


ist, so ist für jedes x zwischen denselben Grenzen 


: ht - PER 
A+Ozf (HOFF) +OLf a) H+.... + Get” a) 
— A+1Ac +4 + I 40H... +mA0" + 
wobei wir die von x unabhängigen Coefficienten 
k b 5 k 


5 
Ei. C,, En. U. =. en % C; 
nach 8.5. uls bekannt vorauszusetzen berechtigt sınd. 
S. 4 
Es läfst sich der vorhergehende Satz auch noch auf einen andern 
merkwürdigen Ausdruck bringen. 





=) Den Anfang einer solchen Tafel findet man am Ende dieser Abhandlung. 
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Setzen wir nämlich, indem e, wie gewöhnlich, die Basis der natür- 
lichen oder hyperbolischen Logarithmen bezeichnet: 
ze — NH, 
und differentiiren, x als constant betrachtend, 9 nach x als veränderliche 


Gröfse, so erhalten wir 
| 06 
ou 


Also ist, wenn wir die derivirte Function f” (6), wo 9 als unabhängige 


= ce —H, 


veränderliche Gröfse betrachtet worden ist, nach x differentiiren. 
u dy+n (8) 
ou 06 u Tre / r 


Dies vorausgesetzt, erhalten wir ohne Schwierigkeit durch successive Dif- 
ferentiation: 





of(®) rh 
ou 2: uf’), 

RE IR, » } 7 

Sr =D), 

93 } d » \ ‘ ‚>? 

OH DHL", 

dtf(0) ı£/ /O\ m 2 Pit IEN 03 fidly ı At fıv /D\ 
Ian = THF DHEELNHHL"H, 


u. S. W. 
und schliefsen hieraus, die in $. 5. gegebene Entwicklung vergleichend, 
sehr leicht, dafs allgemein 


ar (0 k ”/ \ 3 ) J » in 4 u1\, . 
Er = CI DEF FHHEFFN+... HOFF" (9) ist. 
Für v=0 wird d9=.r. Bezeichnen wir also den Werth, welchen 


der Differentialquotient 


ou 


ok f(®) 
uk 


erhält, wenn man u —=0 setzt, durch 


so ist offenbar 


) ok f(0) \ 4 . 2 fit t 3 gıil \ = kL£ikY/a‘ 
ur: Pr 200 Be 6.7 BC Dr ud BE AU BEE DEn 2Z RE 27 DIE En EERTEn „U Dre a ED 


ou 


und folglich nach $. 5. 


et 
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oder auch, wenn man für 5 seinen obigen Werth setzt, 


n\] A k—1 i-2 . 2 | x 
N) 4 / LLC’) | A . ( 5 rn R. 0 ( 4 B( X r N 4 )))) ) 
‘ = ä nn , (6) 7 1 © en r er u.a. re) 7 CO # u... “ 
! du’ ) oA OX OxX OK OK X ) ) 
und das Theorem in $. 6. läfst sich auf folgenden merkwürdigen Ausdruck 


hrineen. 
Wenn für jedes x zwischen zwei bestimmten Grenzen 


fe) =4A+Ac+42°+A,.r2°4+..+A,2” +... 


ist, so ıst für jedes x zwischen denselben Grenzen 


\ o' 0 ! t al ) ol h ‚ 
A+! ad = AH Ace + A" +3A,w° +... +n/A4,.0"+...., 
oder 
3 


aA+ EI = AH Act AH AT +... +mAC +... 


OH 
Bei der Entwicklung von 


ot f zer) 


( 

' ok ) 
wird bei der Differentiation nur als varıabel, z als coustant betrachtei. 
und nach der Differentiation wird % = 0 geseizi. 


$. 8. 


Zunächst handelt es sich nun um die weitere Entwicklung des 
Bildungsgesetzes der numerischen Coeffieienten in den im Vorhergehende: 
hewiesenen Gleichungen. 

Zu dem Ende wollen wir 

f(x) = e, also fi) = e® 
seizen. wo immer 
dm re 
ist, so Ist 
(a) =e, at; u 0"; ff’ (&) EEE rrer f\ 2) ee, 
und folglich nach $. 7. 

Tg eh) ( e 4 - 2 - ß k 

(= re IC, + C2+C,.2°+ Ü,x’ + .... Cr . 


ou 


Da nun aber 


0Ö 2 e# OÖ - e9 Oo 0 ” A 
ou 00 ou 


ist, so ist, wenn wir, nach einer zuerst von Bessel gebrauchten Bezeich- 
nung, für a>0O überhaupt 


m(m—l)..(m—n+1) __ p: 


m 9 








Pr PO 
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für n=0 aber immer, was auch » sein mag, 
l= P? 


m 


setzen, nach einem bekannten, gewöhnlich nach Leibnitz benannten Salze 
aus der FEN: 


nk+1 9 ) “ IL r Akt „1b A —,) zii "2 1777 
Ü ol o ST 1 O .c d .l » 0 et ( Pi 
— _ P: pn P; e” p -—- P' l > E) - > a .... 
Out! \ on Ku ou un ou? H 
„ld kl 1, A 20, 
ko Ist ( . Ku OT ca 
POS r P, Od 2 2 Qd zu‘ l + F „€ (7 34" \ 


n9 
2 


ss 30 ı 0.09 um © 
= re Pre + Pi -;- +P: 


ou? 


.ch 


are 
RT, 


und folglich, wenn man u = OÖ setzt, 





Ik N] N u 2 oO A 
vr L .( \ ” x yı y) Ost re 2.c9 "; et 
a ni Pi p 
out Er 7 h OU 4+P Zu: ) ++ Tr toduf) 
Setzt man nun für 
( Q r eP} jo 2,09 ak j ar +1 .eH } 
du) ea Veh re Voanet) 


die aus dem Obigen sich ergebenden Ausdrücke dieser Gröfsen, so erhält 
man folgende Gleichung: 


k+1 k+1 k+1 k+1 A+1 
x 1 ) n N ‘ j 
ze +G2 +62 +98 +... + 0m, 
= ge” P! 


I 


4 ce‘ P\ C, 

+ x e Mi t +6. L 

+ x’eP? ic +Höc+beN 

& wre Pr | + Ge +6e Hör h 


+ ePIC ++ OR +ÜR +. + Ce), 
oder k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 


U +Gce+G"+Ur+..+U,,7 
= Pi 


+xP:( C 
+rP:, C + Cr) 
+rP\ +62 +62) 


+rP: C + C X r 6 a Las ©, x 


HePiid+@erderder....de } 








» Reihen. 


Summirung gewisse 


18. Grunert, 


wenn man auf der rechten Seite nach Potenzen von z ordnet 
k+1 k+L k+1 


€ +6 ++. tue 
PP + (PPC +PC+PC+P:C +... +PiC}z 
+ PPC, +PC.+ PC. +... +PiC) a 
+{PPÜ+P:Ü. +... +P! v 2 


oder. 


k—1 
(Di-1Yf! ” } 
ft „zi 
4- p C a”. 
Da diese Gleichung für jedes x gilt, so ist allgemein 
k+1 
(‚=P=1, 
und, unter der Voraussetzung, dafs n >0 ist, 


+1 n n+1 n+? 
= PÜ+P+HÖ&,+PrC.+....+P!C, 


4. 9. 


Nach den a der Differenzenrechnung ist ferner für Ar —=1 


.® 


—P. (+ —1" + Pet rn 27 


br." u Plata) 
+ DR @+D" "Prix 


2 =Q—: 


und folglich für 


MO = Par — Pla —1)" + Pia — 2" —.. 


WER u er 11) e. 


Auch ist bekanntlich immer 
VHO = NR" = NO =... = 


Nach $. 8. ist nun 
+1 


Pi 
DZ 
“ 


und folglich 


6, = P'+P?+P!+....+P}, 


bekannten Bezeichnung, 


oder. nach einer 
A+1 uk 
U = 2 Pr, 
uzal 
Da aber 
NO = 0 
ist. so ist auch | 
SS 


€, = P!0.0’+ Z 


a 





kl 
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und folglich, weil nach dem Vorhergehenden 
L.0' = P'—P' 


+1 
‚= {PP pp + 'S Pr. 
nd | 
+1 uk 


€, = PstP}+ = Pr —P!P,, 


d. ı.. wie leicht erhellen wird. 


I+1 uk 
C, un er S P-—P' P' 
MA) 


Da aber nach dem binomischen Liehrsatze offenbar 


uk 
u u ık __ ok 
= Pr =(4)-2 


Uu——) 


ist und 
DV __ Ak 
et 
geselzi werden kann, so ist 
k+1 
1.6, = P'.2 —P!. Es 
Nach $. 8. und dieser Gleichung ist nun ferner 
k+1 / - 
1.6, = P:1.C,+P:.1 .C+P:. 1 .C +....+P'!.1.C, 


\ 


P:ıp U —pı.t 
1 

+. 22 — pP.” 
+P:!pr.2 — pı. 1°! 


+P/!P ”"— P' > un 2) 
und folglich 
k+1 


1.2.6 = 3P/{P.V?+P. 2? +Pr +... +Ppi2% 
PP? + PP HP... +P.n 


Te u—h 
= P/z Pi.v—P) 2 P£.1r. 
Da aber | 
o= PL.0--P/!&.0 


| 


ps{PV.Y + Pi. 2) — ZFRBBRBRUIT EI 


| 


| ze 
n— P) = pP". —P, = Pi. 1’+P,P 
u) H= 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXV, Heft 3. 33 


pP PI. © — pP! + P:.0" +P! P2.2!—P). 1’+ r.0 
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» 2 —] —k k 
und offenba: "5 Nr ut > pP: Yu 10 P«.2e, 
um u u) ; 
13 uk uk 
u u er u Eu -, > l 
> pı1 +3 Por —= 2 Pr.1 
u 0 um? uZzi) 
ist, so ist auch 
i+1 u—k Bez —k ‚ 
1.2.0, = PP Pr.» —P! 3 Pr.1r+P:P: 
u) fi HU 


Da nun aber offenbar nach dem binomischen Lehrsatze allgemein 


$ P!.N“ = (1 1) 


ul) 
ist und 


P’ — 1’ 


k 
veseizt werden kann, so ist 
k+1 
1.2.0, u: R.I’—R.r737,. 1 
Nach $. 8. und dieser Gleichung ist ferner, auf ähnliche Art wie KR 
$) 
k+1 


1.2.C, = PR.1.2 .C, +. 2.C+PiA 2.C+..+Pki 1.2.C, 
_ pP? 'P!.3’—P . «D ”+-P;.1 ) 
+P}{P!.3>—P}.2 +] ei 
+ P!/P}.®°— P!.Y+P}. 1" 
+ PtP}.37"'— PL. 2 PLAN, 


und folglich 


1.2.3.0 = ıP!!P}.3>+-P}.3+P}.3 HL... + P.3" 
— PP. ?4+P.7+ PP. 4... + Pi. 
pi ug pr: + Pi. ri. up." 
- PY 2 Pr.» — Pı'z PL Pr. + pi Pr.“ 


Da abeı 
V0= P!’.0’+ P!8’.0'+P}03°.0° 

= P!\PR.3°’—P;.”+P;.1’—P?.0" 
+ P} \P}.3'— P}.” + P}.1! —P}.0" 
+ PP! P.3°—P;.7”+P}.17?—P};.o? 

= P!P3’+PL.34-P23 
— P, /P} ?” + PL.” +-P}” 
+P,\P/.V’+-P}.v!+-P;.rV 
pp! 





Oi -- 
un zu) Ne u [u 


4-27 


l u “ 
= PP, 2 Pr »#—P! 2 Pr.” 2P? 3 P- 1“ —=P°’P° 
} H En k - h 3 k 


HL 
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az uk uk 
und offenbar = pP „> 3 [7 n- > p«, 3 Ru S pP u Zu 2 
UV k u=3 k uU k 
u=?2 u—k uk 
en »u Yu er Bı Yu En u u Yu 
= I k .— + z 1} } “m net >> pP Vor “ 
u hd rm 
uk I k 
.: u Pr 7 Bu 7 
= Pr + Z Pr = Pf. 
N mn > di | 
ist, So ist auch 
+1 uch 4) u ) 
l 5 p, z 3 . C, — P: = pP‘ } X DEREN 4 = Br, JM + P, >> > P" ' l Feet pP’ P 


UA) 
und folglich, auf ganz ähnliche Art wie oben: 
+1 
1.2.3 Ü, — P!.4' P.3" PT" —P;.1 
Wie man auf Ma Art weiter gehen kaun, erhellet hieraus scho: 
deutlich genug, und es ist also allgemein 
k+1 


1.2.3... (n—1)C, == P’ .n"—P' .n—1)+P’ .nD— 2 — .... 


n—1 
EZ TH 
oder, wenn wir mit Gau/s 
1.2.3....(a—1) = Un —1) 
und k—1 für k setzen, 
Il(n—1) 6 _— P' .n"—P'! .(n— y+-P n— 2) — 
one pe.g-r 1) er 


oder auch, wie leicht erhellen wird, 
k 


In—1).C, 
= (IP 1" —P_ HR... + DPI a, 


n—1 


und folglich 
65 Ye, 


. 1 I-1__Dı gi—1_! PD? 2 EB ‚_4\r— Dr—i „kl 
U= I 1 PH 2 7 P’- »3 et | 1) rn 


u 7 (n—1) \ ER { 
ch 1)”+ +1 


u Be: kl _ 1 Yi—1 ? . 1 __ Er _ 4Yr—1 n- 5 
= uni a pP .T+PF 3 et (1 PTın 


ER on pp pp. 
onmP sc. op, 
also 


[5 [?E 
Bar (Mr 5, a DPau—t ,„‚I— 
in I(n—1) Par: A .) Pr u 


Dafs diese Formel für n = 1 nicht gilt, ist klar. Wir wissen aber aus 


dem Obigen, dafs immer R 
U=1 ist. 


33 * 











DW 
@ jr 
— 
— 
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$. 10. 
k 


Man kann auf sehr einfache Weise für C, noch einen andern in- 
dependenten Ausdruck finden. 
Bezeichnet nämlich A, die ute Classe der Combinationen mit Wie- 
derholungen für die Elemente 
» 0 4, * . .% A; 


so hat man, wie leicht zu finden, die Relation 
(£ al 


K,=Kıtrk; 
wobei aber zu bemerken ist, dals, wenn diese Relation allgemein Statt 
finden soll, 


seseizt werden mufs. 


Dies vorausgesetzt, hat man die folgenden Gleichungen: 


k k—1 
AM, a * 
k—1 k—1 k—? 
K,=K, -+?K,, 
k—2 k—? k—3 
K,—= K,+3K,, 
k—3 k—3 k—1 
K,= K,+4K,, 


K, = K,,+kK,, 


ı) 


K;,, peu K,. 
In 8.5. sind aber die folgenden Gleichungen bewiesen worden, 
+1 k 
= C; 
ki k k 
= Ü, m? C;; 
k+1 


k h 
C; + 3 C, ’ 
A h 
C, = G+46, 


” 
| 


+1 A k 
Y Y Y 
k+1 k 

Yy Y 
Ca: — ( ke 


Aus diesen beiden Reihen von Gleichungen erhellet, dals, wenn die 
einander stehenden Glieder der beiden Reihen 


über 
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k k k k k 
Y Y\ Y L Y 
C,, C,, G;, G;, A Fe 


k—1 —? k—3 k—1 0 


ya 
K,, K,, 39 K;, ee. er K, 
einander gleich sind, dies jederzeit auch von den übereinander stehenden 


Gliedern der beiden Reihen 
AH k+1 HL k+l +1 
Y y 
19 C,, 3) C,, A Uns 
k k—1 0) 


k—? k—3 
K\,. K;, K,, K,, . » . “ K,., 
gilt. Da nun die beiden Gröfsen 


Y 
C; 
0) 


in der That einander gleich sind, so folgt aus dem Vorhergehenden, dafs 


überhaupt jede zwei über einander stehende Glieder der beiden Reihen 
k k Ä A k 
Y Y \ 
Ü; dr C;, 43 u Te we C;, 
k—1 k—3 k—4 


k—2 0 
K,, K,, ; K,, o . ..» K, 


einander gleich sind, d.h. dafs allgemein 
k k—n 
C, — K, 
kn 
ist; wo nach dem Obigen X, die (k—n)te Classe der Combinationen mit 
Wiederholungen für die Elemente 


1 - 2 3 4, > u u 0 N 








bezeichnet. 
Nach $. 9. hat man also auch die Gleichung 
k-n — 1)” un 
K = 2 (1) Pi} gm 
" Il(n—1) z( ET, 
oder, wenn man ÄA—-—n=m, k=m-+n setzt, die Gleichung 
m — 1)" u=n Do 
K — Ä == uf u pP ‚ntn—t 
£ IH(n—1) .ı > n 
S. 11. 





Nach 8.7. ist nun 
ı e* (0) 1} PR ( I, C ne er 5 3flli/m LE eh g’(h)/ m 
\ Zu — cf (2) + „X [ (2) + 3X [ (2)-+ .».» mo 4 / (A 
Also ist nach $.9., wenn man für die von x unabhängigen Üocflicienten 
ihre dort gefundenen Ausdrücke setzt: 


| 
| 
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or f(o)ı E a 
I ou IT ei (®) 
ef » 6 - IR 7 4aı\u ul k— 
tel. @)r 1 1 Pu 
ee DEE SS } \u en 
_- E / TC) m > ER 1) ei ur 
- Ze 2 
Lat fr (le) NS um 
u—l 
er )k uk 
rn A (a) == \u u—l ‚„k—I 
/ TEE Tu 2: P; MM » 
Setzen wir aber 10 —=1, ist, weil nach $.8. auch PP = | zu setzen 
ist. offenbar j)ı 2=1 ' 
1 u p g— 1)* P--' er 
10 usı | 
und wir können also, dies vorausgesetzt, die obige Gleichung auch uuter 
der Form 
(o*f(® (—1)ı ‚21 
— > /p\ 1 SS 7__4\2 Dıu-ı „ki 
I 0W ug ” f (2) IIO un 1) pP: 12 
-- 2 2 (— 1)? Z 1). pe-ı u 
| 77 u en 9 a Ti 
a 11 ee L ı 
. (—1)? u—3 
+ Er HEHE - S (— 1)“ P- 1 yk-1 
112 u—1 2 \ 
1) 4 !Yıy (— l )+ Ss > N 
== u; (x) 77 3 I (— 1) 
i un. 
[ ” uk 
E} Ä (X) [ann \u u—1 k N 
r fr . Il (h EZ l) ul r) Rn P ? 


oder, wenn wir wieder die gewöhnlichen Symbole der Differentialquotiente 


einführen. unter der Korm 


n 


u 
Ve 
PR fe Fr 2-1y Pi= 
+7. Linn a +4 En ze PA, 
schreibei 
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$. 12. 
Aus 8.7. und 8. 11. ergiebt sich nun folgendes Theorem: 
Wenn für jedes x zwischen zwei bestimmten Grenzen 
fi) = 4+Ar +4,” +4, 0° +... +A4,2"+.... 
ist, so ist für jedes x zwischen denselben Grenzen, wenn k eine beliebige 
positive ganze Zahl bezeichnet: 


A+FNAS+TITAEHITATH.. +n'Ad,c”+.... 





ı vl 
— A+zf'(@)! m EV u 
ddr )? nn \u Be kl 
+7 f (2) I or Pau 2 (— —1) m 02 
5 
+7 ee 2 — 1)“ pe ” alte 
Km 
'S 
8 fıv \u ul Kom 
+r la x): —1)k = — 1)" Pu 
nz 


oder, was dasselbe ist, mittels der gewöhnlichen Bezeichnung der Dh/- 
ferentialguotienten: 


AHA + TAI ACH... +mA,2”+.... 
— A+r a eh! Sen Pur‘ 


da n07 7, 
„0? (r _n2 u=?2 € 
+2? nu 1 54 7 & (— 1)" Pi! u 
3 Fa ul 
‚3 0° f(x) (—1) ’ Faak \. Diu—l k—1 
+4 Dd&°:ı' M2 = “4 9 
Ö (a (— 1)* ez \u U— —_ 
+1 ‚4 cu n ') ; 3 >> (— 1); P: Eu ! 


4 


Afla 1) k = s U 
ar L u. vn \Lt u , z 
Arad F' 3 IR); IE 





Dals man für die von x dnäbbahgigeh‘ Coötficienten auch die in $. 10. 
sefundenen combinatorischen Ausdrücke derselben einführen könnte, ver- 
steht sich von selbst. Es mag aber hier diese allgemeine Bemerkung 
genügen. 


Wir wollen nun die obige allgemeine Formel auf einige speecielle 
Fälle anwenden, 
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$. 13. 
Bekanntlich ist für were R 


KL 


Da nun allgemein 


Er 
a 


I 


0" 0X 
Msn X 
o.x" 


ist, so ist nach 8. 12., wenn %& immer eine positive ganze Zahl bezeichnet. 
für jedes 4 


E 2 3kr 4kri 
se BL A 
+ FERN 
ö 1)! = = 
zZ I 2e ) n u bene 1 u Pr 1 „hm! 
” ! I v we ) 
u Jam ei > 
1 a 1) je P- E 
+ rap 
(1243 
+ x 75 x S (— 1 JA ze u. ) 
pi ar 
(47 [7 4 
2 - >> m 1 u WM y* 1 
+ We Ad 
Ren De AP 'S —_ 1 Pa-1 amı | 
! II (k BT J 523 u 


1r 2x2 3x° 4% 
17 77a ter. te 


5.2.3 SB... 
= pe ELFERBEN 


1 4 r 2 3t r3 44 rt 
+ ertansthe  nt 


— 1+re(I+ 72 +62° +8), 
I’ r 2» 35 45 ı* 
a a er 


4 
— Be X e* ( ER | 


06 „2? 


Hotntnstnate 


Far 


— — er + 90xr° 16520 +15r2'" +7). 
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s. 14. 
Unter der Voraussetzung, dafs 
—1<r<+tIl 
ist. ist bekanntlich für jedes « 


(+2) = P!+P}x+P.xX+P;2+P;xr+... 


Da nun 


yn ( \e 
AT la Nana at) + 2 


Eu 
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ist. so ist nach $. 12., wie man leicht findet, unter der Voraussetzung, dafs 


—1<r<+i 


ist. 
pP + pP: T = Yı pP’ x? + L P:r° + 4 p: gt 4 u 
| ul 
| = 1+12 (+ 2) (1)! PIE (—1y Poniyui- 
n223 
+ Jg? / N + 3 za 1 ): pP” z (— 1)“ ü u I 
u==3 
+32. 1+ 2) (NP; 32 (— 1) Po! 
al z 
| . u—% 
+42 14 N PE EZ (1 Pin u 
nl 
uk 
+ ka 1+ 2) (—1)* P} 2 (—1)* Ben, 
N 
IH IH... 
| 
= 1+ 12 (i— 7" (—1 y z (— 1)" "re a 
f— 
en 
+22°(11— 2)°(—1)? 3 (— 1)* Pr wi" 
| 


u} 


A“ 3 2° ( kun =) - —1 y 2 (— 1)“ er y! 


u —+ 


Y m%/ eN—5 / \4 SQ \ —1 „kl 
+42 1— 2)” (—1) z(-1#P N. 
} ’ en 
+ka(l— 2" (—1) 2 (1 Pe, 
we 


wobei aber immer die Voraussetzung fest zu halten ist, dafs 


a 1 a 1 a + 1 5) 
d.h. der absolute Werth von x kleiner als die Einheit sein mufs. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXV, Heft 3, 34 
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Ss. 15. 
Wir wollen jetzt zunächst die beiden Funetionen 
[(x) = e*cosbxz wıd Oz) = e”sindx 
ın Reihen zu entwickeln suchen. 


Für die erste dieser beiden Funetionen so erhalten wir dureh Bif- 
lerentiation: 
f(x) = e'* (acosbz — bsindx). 
Seizen wir aber 
b 
V(a—+b?)?’ 


J) = arc cos = arcsın 


«dt 
V (a? m b: ) 
so ıst 
a == ad + 0°): cos. b —= + b’i* sin 9, 
oder, wenn man der Kürze wegen 


+ 








setzt, 
a = \co0sd, b = X\sind, 
und folelich 
(x) = Ne (cosdcosd x — sind sind x) 
— Ne cosI+bx). 
Hieraus ergiebt sich durch fernere Differentiation: 
f(x) = Ne‘ \acos(d+bx)—D sin (d--bx)) 
— re icosdcos(d +) — sind sin (d+dr)! 
— Me” cos(I+bdr), 
f(x) = Ne facos(2I +br)—b sin(?9 + db)! 
Ne fcosdeos(?9 + bar) — sind sin(2d-+dr)! 
Ne“ cos(39 + br) 


uU. S. W, 


| 


| 


Also ıst allgemein 
f(x) = Ne“ cos(nd +bx). 
Auf ganz ähnliche Art erhält man 
D’ x) = e"(becosbxe-+asindz) 
— Ne“ (sind cosdx + cosd sind x) 
— Ne*snd-+-dbr), 


Da) = He* (bcosd-+-bar)+asin(d+bx)} 
— Ne (sind cos(d+ 5x) + cos9 sin I + br)! 
— Ne" sin(!I-+-br), 
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Da) = Ne ibcos(?d+dr) +asin(?d +-bi)! 
re’ sind cos(?9 +ba) + cosdsin NIHbr 
Ne sin (36 + br) 


| 


I 


U. 8 WW. 
Also ist allgemein 
DI (2) = ANe” sin (26 +bx). 
Folglich ist 
ey En; ‘ ee X (Aa)" cos(n Ö+bor 
"fap) m = ———, 
Bastei em FE. 
n" Ole) eo (A,2)”" sin (nd -+bo.r) 
en 1.2.3... 


wo g einen positiven echten Bruch bezeichnen soll. 
Der gröfste absolute Werth von 
cos(nd-+ box) und sin (nd + box) 
ıst die Einheit. 
Da ferner bekanntlich e>1 ist, so ist, wenn ax positiv ısi 


e”? X “ ee, 
er 


Ist also 2 nur erst gröfser als der absolute Werth von 1.0 ge- 


und. wenn ac negativ ist, 


worden, so werden sich, wenn dann r fernerhin wächst, die Gröfsen 
gg x” n 
133.58 49: IE E “ a 
offeubar der Null immer mehr und mehr und bis zu jedem behebigeu Grade 
nähern, und es ist folglich, wegen 
f”(0) = A"cosnb, OB” (0) = X” sinnb, 
nach dem Maclaurinschen Satze, für jedes x: 





1. 2 = A? r?cos?® )3 2° c0s30 /*. rt cos4N | 
er cosbre = — . 7. a BELEZ 
BE la ee er a En 
PERERF Ar sind 2? 2? sın?6 3x Seine tt r* sın4 
a2 I) am _— — us 
sin 6 a ur & Daiie e ° a 
S. 16. 
Die beiden Reihen 
N N Cosa r? cos?« r3 cos3« xrtcos&.r 
e en 3 x Wir en.’ 31.2.3. 
r sına x’ sın ?« 3 sında x! sin4@ 
1,0. et a’. it 


lassen sich nun auf folgende Art summiren. 


34% 











264 18. Grunert, 


Summirung ge 


Man setze im vorigen Paragraphen a = 
N 


u 
_— 


(cos a’ + sin a’)? 
und folglich 


[en 
— 


5 arc cos (COS «) 


Also ist nach $. 15. für jedes x: 


arc sin(sinG), 


wisser Reihen, 


cosa, b= sind, SO Ist 
zu ‘1, 
ee 


x C0S« x? cos?« x2?Cc0s3« -— 
P cos/x sing) —= 1+: = a3 +, it und 
or ‘2 o ‘) 3 sı TR zu +& . 
j X sın & 2:sın?a x’ sınde vtsınt« 
X \ 
P SIn/cSIna) = Br ; . 
' 1 + 3 ” ..28 KL arsinde | 


Auch ergiebt sich aus $. 15. unmittelbar, dafs, 


(x) = e“‘*“cos(x sing), D(x) 
"(ya cos(na+t xsina), D”(x) 
Dies vorausgeselzt, ergiebt sich nun 


jedes positive ganze k: 


| 


— 


wenn wir jetzt 


eo am! (x sind) sefzen, 


er sin(na + xsin«) ist. 


aus $. 12. für jedes x und 


‘r C0S« Ir? cos?2« Kr ’ c0s3@ 
Ir r 1.2 +: 1.2.3 Tee 
ee ek 
ai . pELCOStE nn wer Pia U RR u m _ 
— I+re cos (+? sina) rg a 1)“ Pet y 
I pm 
r vcosSUu nm (2 Be: S / 1)“ Pr u 
tr. e cos (ut sind) rm — 
er 
; X Is « & « (— 1)? S \u u—l k—1 
+ r’e cos (3@ + x sin) 175 — 1)# Pu! u! 
Er 2 a 
N ) e (—1)* 2; \ ' 
+ te" “cos(4a + zsina) or, 2 (— 1)" a 
2 
ER 1)‘ uk a ' 
1 rt er ®<cos(ka +. sind Ik 1) 3 (—1r Pi u, 
u 2; = 
und en u. 2,23 at 
I’.rsıne 2‘ 2r?sın?a 3 23’ sında 
1 r 1.2 7 u RR 
Eu f)ı nn 
= ze“ sin(a+ sing), - 2 (— IP Pi" 
TG | 
. 7 . \ (— 1)? ne \4 Pı-' k—1 
+ u e sin(?« + 2 sind) nm 2 1) U 
amt 
: | , En 1)3 Han} ’ Ar L. 
+ 27 e “sin da + sind) im 217 1)" Pr u 
ki oz. 
/ 1) ut u 
WARE PR Gr / \ı — konn 
+ te“ sin(4a +2 sing) —z — > (— 1)“ Pu 
k vcos“ (—1)* 23 e \u Pr a 
+ 7) ex“ sin( katasine) nz er 
La) vl 
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g. 17. 
Wir wollen ferner die beiden Reihen 
l, zcosa, z’cos?u, x’cos3a, z’cost4u, .. 
zsina, z°sin?a, z’sin3n, ztsiında, ... 
zu summiren suchen. 
Nach bekannten goniometrischen Formeln ist 
LC0OSG = 2C0SG, 
22° COsSaCOsa — ır’, 


| 


2’cos)u 


| 


2’ C0834 22° c0os 74 COS W— 1’ COS, 


)rr cos’ wcosa — cos ?u. 


| 


r’cos4t a 
z"cosna = 2x2” cos(n— 1)aw cos u — x" cos (n— ?)ı. 
Also ist, wenn man addırt und 
S, = 1+.2c0osa + x’cos?s-+ x’cos3a + ....+ 2" cosnu 
setzt: 
S, = 1+x2c00s4 + 2(8,— 1— 2” cosna) x Cosa 
— (8, — 2"! cos(n— 1) — 2" cosnul .”. 
Hieraus folgt, wenn man 
J)cosnacosa = cos(n+1)u + cos(n— 1) 
setzt, olme Schwierigkeit: 
1—?xrcosa + .x”)S, = 1— rcosa— jcos(na+1)a— ır cosnal.r"*, 


und folglich 
1— .rcos«& cos(n + l)e— .rcosn (te nl 


R 1—-2rosatı?  AI—2xcose+r? ” 
Da nun der gröfste absolute Werth von cosna und cos(a-+1)u 
die Einheit ist. so nähert sich, wenn der absolute Werth von .x kleiner 
als die Einheit ist, die Gröfse 


cos(n+1)e — .rcosna put 


 I1—2rcosa+tı? ‚ 
wenn z2 wächst, offenbar der Null, und kann derselben beliebig nahe ge- 
bracht werden, wenn man nur n grols genug annimmt. Daher nähert sich, 
vorausgesetzt dals 


—I<r<+tl 


ist, die Größse S,, wenn n wächst, der Grenze 


1l— .rcos« 


1—2xcosatx? ’ 


und kann derselben beliebig nahe gebracht werden, wenn man nur n grols 
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genug nimmt. Also ist 


1— .rcos« 


— 1+rcosa + 2’ cos?4-+ 2’ cos3 3 \, 
[-2roosat-r: .: 4 + 2°cos3a+..[—- I<e<+i! 
Kerner ist nach bekannten goniometrischen Formelh 


r sn & = TSIndG 


rsın?da = 27° sind cos u 

z’sında = ?r’sın? a Cosa — r’sınd 

a’ sıutos = ?.ırtsind3a cosa — sin ?a 

z’ sında —= ar’ sindacosı — 2’siınd ca 

a" sinnda —= 22” sin (n—1)a Cosa — x” sin (n—?)o. 


Setzt man nun 
s. = asına + 2’sn?a + z°’sin3@ +... + 2" siunng, 
so erhält man, wenn man die obigen Gleichungen zu einander addirt: 
5, = zsina +2(s,— z"sinna) x c08sa— 15, — 2"! sin (an —1)a — x” sinna! X’, 
und hieraus ergiebt sich, wenn man 
ISINNGCOSG — IN (N + 1) — sin ([n 1) u 
setzt. leicht 


(1—?2xcosa + x)s, = xsina — Isin(n + I)a—xsinnut c't, 


oder 
RS rsın © so(n1)e— rsinne yet 
. 1— 2 rcosa-+.r? 1—2.rcosa— .r? j 


Hieraus schliefst man auf ganz ähnliche Art wie vorher. dafs 


sınd 


= asma +x sn?da+t x’ sin da -r’sında-+ .... 


u ad 


{ -/a cosa— .r? 
ısi. 


$. 18. 
Wir wollen nun 


ü 1—.r cos« 
/ x) = 


1— 2rcosatır? 
setzen und die Differentialquotienten dieser Function zu entwickeln suchen. 
Dazu gelangt man am leichtesten mittels der imaginären Gröfsen. 
Es ist nämlich, wenn man der Kürze wegen Y(—1) = ; setzt. wie 
leicht zu finden: 


2a) = (lea Hl en, 


und folglich, wenn man diflerentirt, 
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| 


2f'a) = 1.(l—e a). HI. teen). 
2) 


2") 


4 
2 ai je. er“ ah —) pn das 
m, uf; / [) +1.2 (1 — e ge) .Ee “ 
IA) 12 I U—eir ter 
u. Ss. W. 


| 


ı 


Also ist allgemein 


ge" (r) (1—e®i x y (n-+1) a (1— e-«' X) n}1) ezrai 


ee I as E 5 


2 


2 


pnei gmnei 
21— ei gyt 73 Ad—ereirjt 
u. (1— eig! ?Y erai (B- er gr 
211 — (ei 4 ei) & + x 2 +1 
ser erteilt en: + 
2(1—2xcosa + x?)"t 
Nach dem binomischen Lehrsatze ist aber 


prei ( |— ei ac)" +! + erai ( Bi gei ge)rtı 


J 





m pP +1 erai +p 1 erei 
(n—1\« Mai 
RER p! 4, e' —1' ix oz a4 e (n—1)c 
= —2)ai „2 EEE 
1 P;,.e n ; +-p AR e n Dat zn? 
u Bass e' n—3)ci a? ir a ge de DL 
/ n—I [7 —| " u ii. Mn 
= u une Nee a Pie or 
+ ( (— 1) n E er » n Pr 
4 —i) +1 X" 
/ \n+I p* BR Tin 
+ (—1) n+l1 e x + (—1) n+ p* Es login n1 


‚n —n —1\oi 
_ 9 en prai ee ai e\r—l)eı - en—lei 
n$i* Fa = = us X 


’ ein—?” al ge n—2)\aL ri j N n—3\at > >33), 
+N2P,n: hen 7 I P? . kün: a& a 


2 ie n+1 ” wi . 9} Fi 9 

Er m, cite at . ; m 
— I —1)' P +1 Be . > -_ 5 . — 2 —1) Pa . u 

YyL/ \+1 D +10 it ei an 
+ e P,+ Yan 

ıy»0 nY \ 
— %—1"Pr}x cos(n—0)a +2 (—1 "Pi,x'cos(n—1)u 

+2(—1)' Kr ee \ Tal), P,}x2’co cos (N —3)a 


+7 Kon Eye os R—D)at 2 Pi x COS(N—n)a 


+2(— Dt Pi xt! cos(n— (n+ 1)) « 
u—n+l 
fi — I sd 
= 22 (—1j Pr x" cos(n —u)a, 


jan 3 


iX 


—. 





=! 
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und folglich nach dem Obigen: 





u—_n$i1 
a” ( 1 [Fl p" „u Fe - \ 
PP —ı:ı) : X 0 cosin UL)G 
f (x) a5 u—) 5 inne, r 
In) (1— 2x cos@-F.r? j"t! ‚ 
also 
untl 
n 7) u u 
| zz (—1) P’. x” cos(n—u)« 
I" (®) „li nl Pr 
—e - Er u 
Ma —1) (1—2.rcosa+t a?)"t! 


Nach $. 12. und $. 17. ist nun, wenn der absolute Werth von x 


kleiner als die Einheit oder 
—1<r<+l 
ist. und A immer eine positive ganze Zıahl bezeichnet: 


I+ 1’ cosa + 2a’ cos?a +3*'r’cos3a+ 4 xtcos4ca+.... 


| 
— 


> fe 1)“ Pe cos(1 — u) RN 


+ 1(—1)' x > ei ie (ai 1)“ Pr" 


(1—2rcose-+ x?)? 


ai 


a 
RE cos(?— u)a@ „n 
) En 1 \” 6° di und ER 3 - _ - - . R ° =etlYy pP’ "a 
+ \ ( l —)2Xx cos«-t x° jr ui ( } 
22% 
Nr 
mi er 
12 \ , (A — 2X C08 at .x.?)t | 4 h | 
u) 
& (—1)" Pi x" cos(4d—u)a „—. 
(41,4 u) r BRTRE nn - iypr ykıi 
+4 1) I (1—2xcos«a-+F.r?)° ei ) 2 


u—k+1 

> (1 Pf oos(k—u)e „i 
ıy k.k u BEHRENS. Una it = PROBE KERE ı', ul ki 
a u En A1—2rcosatxr)tı & (—1) Fi u”. 


ul 


s. 19. 
Wir wollen ferner 
Fan „Se 
Io) = 1—2rcosa+.r? 


setzen und die Differentialquotienten dieser Function zu entwickeln suchen. 


Durch eine leichte Rechnung überzeugt man sich, dafs 


ud) = (l-—e' a — (eg) 
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Ilieraus erhält man durch Differentiation 


ist. 
2:0 (2) = 1 (oft 2 er — IL I-—et2)?ee 
ip) = 12er 12er) rer 
) = 1.2.3 (1— e“ we a 1.2.3 1— eg) ter“, 


2:0" (x 


u.8s. w.. so dafs allgemein 





(m ; ir a1 Rn 
HR, (a ) : Pe (1— „2 4 ) ps: e' (1—e ai x) n+1 era 
1. pr 3 ....». 2ı >) n 
enei ezreai 


= aan He 
mi, bie ezei, r rtt_ An ee gyin+! 


il1—( (eei 4 e=ei) x r 2yrtı . 





a el em x Pr hen er r tk ; 
2id—2r cosa+ x: )"tı — 
Ganz auf ähnliche Art wie vorher findet man nun 
/ \n-+1 nal 1 van! 
„al gmal \ 2 >nas f al ‚in Fe 24 H 
e(1— e="'x) e (l—ez"" = 2 zZ (—1) Pi, x" sin(n — u)«. 
a) 
und es ıst also 
| 
>> y 74 +" a. a 
BE) PP, 2% sin(n — u)« ! 
Il(n) ai ; Ru ) x cos@-+ x?) 2 \ \n+l Pr oder 
v—n+1 
2 (—1“P“ , x“ sin(n—u)« 
Y " (X) = m u—V) \ Do ( re) 
In —1) (1—2xcose+ .x?)"t! i 


Folglich ist nach $. 12. und $. 17., wenn der absolute Werth von x 


kleiner als die Einheit, d. i. 
—1<r<+l 
ist und & eine positive ganze Zahl bezeichnet, 
"x sina+ 2!'x’sin2a + 3'@’sin3a+ 4x'sinda+t. 





fo - 
2 (—1" Pr“ sin 1—u)a „_, 
un 11V u— "su... er ya Bi 
\ ] (1—22c0os«e-+x2?)? z( 1) pP: u 
ar 


u U . 
rt P:! x" sn? —u)a „_. 


u Et Pu 








Ui 432 22 4,777 
+ 1)’x°’ + (—?r cosa+ x? y> ben 
=? 
2 (1) PX x“ sin(3— u) a S 
f Suche “' sa) a EZ ou I A a | RR ki Tale k 
+) I 1)’ X (1— D) r cosa+ u x 2 * bon  ( 1)' P: 1, FE 
u—k+1 
+4 / 1)‘ x} > m 1)" Pi x sın (k—u) a 1 ( 1 PLZ u | 
iA A — > — - 
(i—2r cosa+t .x2)Ktı pr‘ . 
35 


Crelle'’s Journal f. d.M. Bd. XXV, Heft 3. 
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$. 20. 
Es hat nun nach dem Bisherigen, unter der Voraussetzung, dafs sich 
die Reihe A, A,z, A,r’, A,x°, A,&, .... summiren läfst, wenn 
On) = atan ta," +a,n+....+a,n 
ist, auch gar keine Schwierigkeit, die Reihe 
AP), A,P(1)z, 2,.0Xx,, .... A,Oln)z”, .... zu summiren. 
Man gelangt nämlich mittels des in $. 12. bewiesenen Theorems 
sehr leicht zu dem folgenden Satze: 
Wenn für jedes x, zwischen zwei bestimmten Grenzen, 
fa) = A+Ar2 +42 +4, +... +4,20” +.... 
und, indem k eine positive ganze Zahl bezeichnet, 
Din) = atan tan +an°+....+ua,n 
’st, so 3st für jedes x zwischen denselben Grenzen: 


APVO) +ADNMEH+API)E+ADS) TH... +A 0m)" +... 





) > (—1 ı RR 1) 7 we Te 
= af) + rf (%) . 3 (—1) (a W+a, u Ha, +0,04 0... ta u) PET 
u—l 
u (—1)? 4=° r t- 
ref (@) 5 ! = —1% (a0 ta, +a,@ +... ta u) Pi” 
4 tl r > 13 \u > 3 u‘ A 
rx2f W) II2 x (—1) ! (3 +40. +... + %4% ) 2 
ae 
1 p 1)! AZ 3 k—ı\ U] 
+ x" f" (x) \- > (N (a4... + au) P; 
I13 ai 
N . / I, Ik — 1) Ber J ld Kun © 


Wenn also z, B. der absolute Werth von x kleiner als die Einheit, d. i. 


wenn -—l<xe2< +1 ist, so ist, wie aus $. 14. hervorgeht, 
DO) +HO ML LONYE HOT H+...+0O(n)2”" +... 
Mi 


= a I—r)" +12 (ae) (N) 3 (1a au ta; +a,W + .. 
ZA er 
.+a u) ie Ye, | 
+ 22° I—r)(—1)’ 2 3 (—1)(a, u" +a,0 tan .. 
„ta; u") po 
+ 32° (l—r) — 1) 5, { (— 1)“(a, 7 +au +... ta u) Pı=' 


+4 1-2) 3 A (at... ta) Pi 


has — u—1 
+ kr. (ey (— 1)! P lt ara te . 
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I 
m 


$. 21. 
Wir wollen nun auch die Summation der imaginären Reihe 
1, 1a+yV—), Haetrv-1, P»ketrvi), 
in den Fällen, wo dieselbe möglich ist, versuchen. 
Man setze 
z+yy—1 = o(cosd+sindy —1), 
so hat man zur Bestimmung von o und $ die beiden Gleichungen 
x = 0c0sb, y= osind. 
Quadrirt man diese beiden Gleichungen und addirt die Quadrate dann zu 
einander, so erhält man 
e=rry, ge=vVve@rr)) 


und zur Bestimmung von 5 hat man dann ferner 





I “ 


IV A 
8 — arc 08 -—- = aresin 
Od 0 


= 


Unter der Voraussetzung, dafs 


ry<i, 
ist nun nach $. 18. und $. 19. 


1+1’gcosd-+ 7’ cos28 + 3° p’cos36 + .... 








u 3 
 Z-D* Pier oosd—m)0 „-. OPER 
A BR... BE EA BER 41 pe! 1-1 
r 1) S (1—2e0c0s0+e?)? wi ) ’ Hr 
| 
2 (1 Pot cos(2—A)0 „— | 
’__1N 8... A N‘ AR pen 
HE ER Eu 


v4 
EZ, -DrPIer os) 0 4 | 
‚ 3 uU u u ” 
hd EB Peer 77 27 A 


nz 
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’osind + "osin29 + 3°’ sin3d+ .... 


2 (1) P, 0" sin 1— u) „_, 


— —»1 EFT 3 Do bh > men ul ko] 
: (1—20c0sd+o?)? NP, 


mi 
2 (—1)“Py e“ sin? —u)6 „—. 
RE Am 2 Ha Da uf w yu—ı u‘ 
Nee NR 
\ - 6 > t } ui 
u! 


2 (—1)"P, 0" sin(3— u) 0 


== 


)/ U no y aA\U ee; ki 
+ (— 1 D En | _ typ 1); 
J s;® " 2\4 \ J 2 
(1—2ocosd +?) -— 
{ -A+1 
m | _4\4 D“ # nun FR 
a. \ L) I k+1 0 sın (h . - 4) [#) uch 


i 


i \/ \ u—1l er 
+ k(—1)\ ge‘ EEE; 


uzel 


(1-— 20c0sd-+.o: ‚IH! 
Also ist, immer unter der Voraussetzung, dafs 2’ + y°’<L ist, oflenbar 


I+1'o cosd + sind y — I)+2"g’ (cos %+sn?dy —1) 
+30 (cos39 + sin Ir —l)+ .... 
— I+1'(c+yy-I +7 errV-D’+3(c+HryY-1)+4c+yV-D’+te. 


— 1 
Ir >> (—1)" P o“|cos(l— u)d+ sin (1 u)dV —A1| 
1 —iY 8 > (—1 . P' FT nn SE er 
"um l -20cosd-F E?)? 


— > (—1)“ Pi g“[oos (2 — u) O-+sin (2— u)9V —1] 
) Te ie a: 
He ee 
” ur (1—20c0sd +0?) 


u 
u} 


Fan > (-— 1)“ Pi o“ [eos (3 — u) d+ sin (3— u)OV —1] 
+3(—1)e3 (Arie ie 


(1—20c0sd+ 0?)' 


} ] x z w u—]1 — men 
+kK—1)e 3 (1) Pu. = 
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k+ıN 


3 (-—_1)“ Pt, ‚0% [eos(k— u), d+ sin(k—u)dV —1] 
ZEIT re 


Es ist aber allgemein 
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Eu (— 1)“ Pi 0“ [cos (n— u)9 + sin(n— u)by — || 
Bar 
== z (— 1)“ Pi 0" (cosd + sind —1)"* 
de I) Pi, 0’ (cos9 + sind y—1)" 
+ (— N)! Pi, 0'(cosd + sind —1)" 
+(— 1)’ Pi s (cos9d + sind Y —1)""” 


Er u PH gt (eosß+ sindy u" 
= (cosd + sinfdy—ı)" | (N Pay 0 (cosd + sindy —ı)' 
HI) Pi 0 (cosd + sindy —)" 
+ (— 1)’ P/4 0 (cosd + sind y/ —1)” 
+ —NtP/y 0 n+1 (e en . sin ’ u 1) 
— (cosd + sind Art etoosd Feind v—ırt, 


nach dem binomischen Liehrsatze. Also ist 
u=n+1 





| = (—1)" Par € 0 ‘fcos(n— u) I 6Y—i, 
Drugs 42 0 cosd+o?)"tt MT 
ur CEREETTI I o(cosd+- sind V —A)]"F 
ng (d—2 0 cos0-+e:) I yz ps 
_—  1\—-1yn+1 
ie VRR 2 un o(cosd+sind V—1) ' 
1— 20 cosd+ 0? 


Nun ist aber 


1 — ep (cosd+ sind Y—1)" = 1— go Au Bam | 


0 
— ERBE. r ei u A vi 
er) v 1) N ver -yV—1i) 
hen a ey Vf _ 
= 1 rn let vl 


Kerner ist 
1—2gcosd + —2p cosd-+g°(cosH°+ sin’) 


I—2a++y = (I) +y. 


IN 


uud folglich 
1—o(cosd-- sind V—1)-! _ 1— a +yVY—I 


1—20c0s0+ 0? gg (d—.a)+7:2 





Da aber 
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(1—ı)?+7r? 


1-1 +7 V-1 1—2—yy—l oder 
1— + yV —1 } | 
Be EEE, 


und folglich 
(1— o(cosd+sindV —1) v 


N  \ _ ,—n ee N ce \- n+1 
t 1 —20c0s0-+p? AA “ y v 1) o 
Also ist nach dem Obigen 


u_nr#l 
2 (—1)* Pe lcos (n — u) )d+sin( ME 


uU) 


Aasian ‚ (1—20 cosd +?) Be NT 


—— (st-yy Al’. y v—ı)+ 
und folglich, wenn 
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+Ka+y very VS Ne Pink 
pzai v 


+kae+rr VI — er —ry jr 1) in 1° Pr! „=! 


» 3 
womit $. 14. zu vergleichen ist. 


Der Fall, wenn k=0 ist, mufs noch besonders betrachtet werden. 
Wenn z+y’<1 ist, so ist nach $. 17. 
I + pcosd ® cos?29 ’cos39 +... = _1—e 00s0 er 

s re r? ” 1—2oc0osd +0: 

o sin Ö 
1—20c0osd+o? 





o sind + eg’ sin? +’ sin3ß+.... 
Also ist, wenn zZ+y’<1 ist, 
I+o(cosd+ sind Y—1) + (cos? + sind y—1)-+.... 
I+re+ryVv-D)+errYv N +ae+yVV’+... 
1 — g(cosd— sind V —1) 
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1—2oc0s0+ 0? 
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Aber 
1—p (cos — sind y—ı) = 1—(e—yy—l), 
1—22cosd+e = (1— a) +y.. 

Also 


ee a Eee 
1—20c0osd+ o? Ti (A—ı)+y: 
rn = 2a; Es ei 
EIFEL EEE EBEN 
Folglich ist, unter der Voraussetzung, dals + y?< 1 ist, 
Säit: Fuss. Ai 


— I+{c +YyYV—1)+ec+rV-VD’+ec+YrVN+.... 


$. 22. 


Setzen wir nun wieder 
On) = aran tan’ +an’+...+a,n, 
so ergiebt sich auf ganz ähnliche Art wie in $. 20., unter der Voraus- 
setzung, dafs 
ri 

ist: 

DO) +P MH D+PMa+rvV—D’+PB) ct Vv—D’+t... 

= al—-r—yy—b" 

ul 
+la+y 1) U-2—yV DIN E(—1) (a +a.0 ta, + a0... 
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... u; er. pP: 
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+ka+yy Mr y vH NE (— Na u" PT. 
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$. 23. 


Um die Nothwendigkeit der bei den vorigen Summationen gemachten 
Einschränkungen in noch helleres Licht zu setzen, wollen wir noch den 
folgenden Satz beweisen. 
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Henn die Reihe 
a ME ME, u, ee Ehe 
divergert, so divergirt, vorausgesetzt, dafs k eine positive ganze Zahl ist, 
jederzeit auch die Reihe 
,;, Ya PA, PARTY ERLE, 1 


Um diesen Satz zu beweisen, sei 


A+Ac+AT°+Ar +... +4." = 8, 
A u 174, c+ 24,2? + 3.4, = a — nA," = Br 


S, +m Ka S, 
— (A,.,+A,n 2 +4, 2° +... + Am 2) art! 
und 


Y ws 
Sm — NS, 
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— n+1y A, tn +V A, nr +... tn + mA. ar tart 


“Anhm 
Sm — SS, 
N ‘ k j 
2 "n n en SE Ge 
Yang (1+ ..) A, + (14 -) A,nt+..+ (1+ -) Un 2” g nn" a, 
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1 k 
I+ Arzı k 
= Bu (27, 


Arisı n 
2 k 
(1+ —) Ant 2 ok 
Maas: — | 2 ) 
A,+2 L | + n/ 


Z\ 
(14 eh = (14 Ey, 


“ . . . . . . ’ u 


h 
) - Ba u. 





| Antı Rn 


RR. 


n 





ae >27 = (1+ 2 
ist. und die Gröfsen 
(+), (+2), (43), +. (143) 


sich, wenn n wächst, der Einheit immer mehr und mehr und bis zu jedem 
beliebigen Grade nähern, so kommen, wenn » wächst, die Gröfsen 
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iD 
-} 
u | 


A, und (+2) 4. 
A,.,x und (142) Au, 


k 
A,,2° und (1+ %) A, 2, 


k 
— m m— 
Ass ac” und (1 — ") Arm te 


offenbar einander immer näher und näher und könuen, wenn man nur n 
srols genug werden läfst, einander bis zu jedem beliebigen Grade ge- 
nähert werden. 

Also nähern sich, wenn rn wächst, auch die Gröfsen 


A,yı + A423 + As x 4 .„... + A,ım gr 


und | | 
(At lt) Aare + li4 2) Ana”, 


die wir der Kürze wegen durch P,,, und Q@,,, bezeichnen wollen, oflen- 
bar immer mehr und mehr und können, wenn man nur n grofs genug 
werden läfst, einander bis zu jedem beliebigen Grade genähert werden. 
Daher nähert sich, wenn nr wächst, der Bruch 


Paz, 
O,+ı . 
und folglich auch der Bruch 
Pryat _ Parı 
On tt Onzı 


der Einheit immer mehr und mehr und kann derselben, wenn man nur n 
grofs genug werden läfst, beliebig nahe gebracht werden. Folglich nähert 
sich die Gröfse Q,,,x”*', d. i. die Gröfse 


(14 Am + (1+ 2) Ana +...+ (1+ ET Rai zu u 


n 
wenn n wächst, der Gröfse P,+.x”+', d.i. der Gröfse 


A, tt Ara + Aa’ +.... + Am 2") a”t 
oder der Gröfse 
4m NS, 
immer mehr und mehr und kann derselben, wenn man nur 2 grofs genug 
werden läfst, beliebig nahe gebracht werden. Da nun nach der Voraus- 
setzung die Reihe 
2 u a, a, er A 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXV. Heft 3. 36 
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divergirt, so nähert sich die Gröfse 
Ey “| 
N,4m Pen S 


wenn 2 wächst, der Null nicht immer mehr und mehr und bis zu jedem 


n 9 


beliebigen Grade (Cauchy cours d’analyse de lecole royale polytech- 
nique, I“ partie, Paris 1821, p. 125. und Krercices de mathematiques, 
20” liwraison, p.221.). Also nähert sich nach dem Obigen offenbar auch 
lie Gröfse 
\ L\° 227 m\* M— n 
(+) Au+lt+ 2) Aee+.H+ (1+*) Am ar art, 


und folglich augenscheinlich auch die Gröfse 


(+ ) At (1+ isch (14 Aria a 


oder die Gröfse 
8’ 


=-n-+m 
wenn rn wächst, der Null nicht immer mehr und mehr und bis zu jedem 


Zi Ds 


beliebigen Grade; woraus nach dem allgemeinen Begriffe der Divergenz 
der Reihen (a. a.0.) unmittelbar folgt, dafs die Reihe 
A An At id he, 


divergirt; wie bewiesen werden sollte. 


s. 24. 
Die Reihe 
I, +1, udHL, DIN 
ist offenbar eine divergente Reihe. 


Da ferner 
art 1 


Ir + ’+r’+..+0" = — 


Pre 





ist und, wenn der absolute Werth von «= gröfser als die Einheit ist, der 


absolute Werth von 
art __1 


u 


offenbar in's Unendliche wächst, wenn r in's Unendliche wächst, so ist klar, 


dafs die Reihe 
ar erde 3 


auch jederzeit divergirt, wenn der absolute Werth von x gröfser als die 
Kinheit ist. 
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Folglich divergirt nach $. 23., wenn der absolute Werth von «x 
nicht kleiner als die Einheit ist, auch jederzeit die Reihe 
kny5 
und ist daher in dem in Rede stehenden Falle keiner Summation fähig. 
Dafs, wenn der absolute Werth von x kleiner als die Einheit oder 
—1<r<-+l 
ist, die vorstehende Reihe jederzeit summirt werden kaun, ist in $. 14. 
gezeigt worden. 


en mE .2 ‘ x 
,., 1, 2, ep, 5 











k 
Tafel für C,. 
k 
ii: 3 41415 6 7 S 9» 10 st 17 
Be rob Bugu yo 1 1 1 l | | 
3 557 I 63 27 . 25 >ll 1023 2047 
3 l ot 2 x” 309 966 3025 9330 28501 36526 
4 ı 10 65 350 1701 7770 34105 145750 61150] 
> l 15 140 1050 6951 42525 246730 1379400 
n. 6 l 21 266 2646 22827 179487 1323652 
7 1 23 462 3880 63987 627396 
& l 36 750 11580 159027 
 } | 45 1155 22275 
10 l I) 1705 
11 l 66 
1% | 
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19. 


Bemerkung zu der Abhandlung No. 14. ım 18ten 
Bande dieses Journals, S. 213. 


(Vom Herrn Dr. Stern in Göttingen.) 


In 1Sten Bande dieses Journals, S. 217, hat Hr. Dr. Luchterhandt eine 
von mir vorgelegte Frage beantwortet. Es ist indessen hierzu Folgendes 
„u bemerken. Es ist nemlich 


— 1 var 


1 | 1 1 
2+nH+r—ı 7? La + —1 wel 
Nun ist, wie Hr. Luchterhandt richtig sagt, die Summe’ der in der Form 


| .. 2 . . 
SL enthaltenen Brüche = 7— 17°. Da nun die Summe der in 
4.4 8) L Änın, 
1 


der Form Q+.$-1 euthaltenen Brüche == 1 ist, so folgt, dafs die 
1 . 
BR un on / 1 Fe h 
OH FH deu Werth 17°— 3 hat. 
Dieses Resultat hat auch Hr. Catalan gefunden (Liouville, Journal des 
malhem. Janvier 1842.). Herr Catalan scheint aber sowohl meine Bemer- 
kungen als die des Hrn. Dr. Luchterhandt nicht gekannt zu haben. 











Summe der Brüche von der Form 
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0. 


Theorie der Modular - Kunetionen und der Modular- 
Integrale. 
(Von Herru Prof Dr. Gudermann zu Münster. ) 


(Fortsetzung der Abhandlung No. 1. im Isten, No. 10. im 2ten, No. 15. im ten, No. 21. im 4ten llefte 
des achtzehnten, No. 2. im 1sten, No.8. im 2ten, No. 12. im 3ten Hefte des neunzehnten, No. 9. im 


Isten Hette, No. 12. ım 2ten Heite des zwanzigsten, No. 15. im 3ten Hefte des ein und zwanzigsten 








und No. 14, im 4ten Hefte des drei und zwanzigsten Bandes. ) 


Achtzehnter Abschnitt. 


Ausdruck der Modular - Integrale der zweiten Art durch Functionen 
der Amplitude des Arguments und des Parameters in 
convergirenden Reihen. 


$S. 251. 
Reihen für das Integral ’S(u,«). 


Es sind bereits mehrere allgemeine Verfahrungs - Arten der Berech- 
nung der Modular-Integrale der zweiten Art entwickelt worden. Es giebt 
indessen noch ein neues allgemeines Verfahren, gestützt auf die Entwick- 
lung von Reihen, welche die Modular-Integrale durch eyklische Functio- 
nen der Amplitude des Arguments und der Amplitude des Parameters aus- 
drücken. In den meisten Anwendungen der genannten Integrale sind das 


Argument und der Parameter selbst nicht gegeben, sondern es sind statt 
derselben ihre Amplituden bekannt, woraus jene Gröfsen und der Wertlı 
des Integrals selbst zu berechnen sind. In diesen Fällen führt die Be- 
nutzung der nun zu entwickelnden Reihen, welche im Allgemeinen einen 


hohen Grad der Convergenz haben, ziemlich schnell zur Ermittelung des 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd.XXV. Heft 4. 37 
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numerischen Werthes eines vorgelegten Modular-Integrals, mit einem be- 


liebigen Grade der Genauigkeit. 


Wir beginnen mit der Entwicklung des Sinus-Integrals vierter lasse. 
Ks ist, wenn wir durchgängig setzen 
amu = D: 


Slua = | —— 


en: al 1— ?).va—k2sin® p) 


snc? a 


k’?ina doa sin?p.dy 





1 ee 1.93 6 1.3.9 i 
); a ne A| .- h N - ö a + h N) + ” al) ‘ y 5 ) 
Da VAR ng) I+:4snd + ” /*sn’d + Fun sin’ 
1:38.87 di i . ’ i i s 
+37 k z- #smd-+ .... ist, so muls jedes Glied dieser Reihe mit 


— eo >—ms.€ 


h’®tnadna sin?p.d« ne i “.: 
 multiplieirt und dann integrirt werden. Aus der Gleichung 


en? « i N sın“ p 
snc?’ a 
tang op 
1. San V= 2 
3 Yv tinca 
leiten wir zunächst her 
op 


inca.col = er 


snc? « 
.,.0g.sin?« sne? a.cdı a ö 
Ferner it TE — —; — sıc’a.0oD: also erhält man durch In- 
sın? p sın“ y 
1 — —— 1 — —— 
snc”’ «a suc?u 


tegration 


’op.sın? e * 
/ Fe ’_ — snc’a.tnea.v— snc’a.d. 
: sin? p 
A 
snc?« 


° atn?2r+? -) n nie 27 n Bo 
. sın D.0O1 n) sın“" 9.0 97 0 
Ueberhaupt ist / TINTE /suc® a. 1 denn FR /sne’ a.sın"D.o®. 
” “« ı 





sin? ( sin? 
E. — = v o PP. 2U% 0 
sne? «a snc? a 
i 'sin’”p.04 ’ 
Setzen wir also rn 7 — snc”a.®D,, so verwandelt sich die Rela- 
si 

en 

snc? «u 


lation ın 
PN 1.3.5... (2r—1) Ar(p) 
iu 2.2.6....l2r).. un’ 


wenn wir die Bezeichnung ($. 99.) anwenden. Hiernach haben wir 
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(PD, = tnea.d—d. 








Ale 
1 (g) 1.3 32() 
D,=tmea.y—Dd—}- "sneta 2.4"'sncta’ 
| . 33 18 \ 
2. ı D = neu. —d— 4. BER I Be, ER. Aa 1 
” “ "sin? a 2.4" sncta 2.4.6 sncda 
B, = inca.ı © “ ($) 1.3 A? (y) 1.3.5 3 (p) 
ur : "sncta 2.4" snctua .4.6"sncH a 
.3.9.7 At(y) 
2.4.6.8" sneda 
\ u. Ss WW. 


Hat man eine Tabelle, aus welcher man die Werthe von N'(®). 


”(D), n?(®), AD) u.s. w. für jeden Werth von ® entnehmen kann, so 
ist die Berechnung der Functionen ®,, ®,, D,, D, etc. so einfach, als sie 


nur gewünscht werden kann. 
Mit Bezug auf die vorstehenden Werthe haben wir nun die schnell 


convergirende Reihe 
3 & RE dnca D 1 %? n 2 «D 1.3 2 r ‚+ ( 
S(ua) = ——|\D, +4Xsnc'a.P, +57 snc’a.D, 


o tnc « 
Ä 1.3.5. 
+ 5.27. ksne® a. D, +57 ad Ksnca.D,+.. #1 


nach welcher man das Iutegral ‘S(u, a) schon sehr leicht berechnen kann 
Wir formen diese Reihe noch um, indem wir die Werthe von ®,, &,. D, ete. 
substituiren. Der NDR Bee % erhält dann zum Coöflicienten 


dnca(1 + 4A’ snc’ a+ 5. er *sne 'a+ 33 kösnc‘ a4 ...), 


o . 5 | 
und da die eingeklammerte Reihe a ist, so ist deı 


Coefficient von W gleich Eins, und die neue Reihe hat überhaupt die Forn: 
. Sa) = v—1.9—1.1M)—1.N N) — 1.00)... 


Man’ findet aber 











Bi eh IR 14 1.3.5 
1m oa 1+ 4 %'sne’ at; ak SnC he . Pr snea+....). 
dnc a 1 (1% # 

PRRENE 1 1 %k SI bh be ke kV 19) 
= 20a 'smora\: snc" a+5- "m 3 mer ): 
2 1.3 dnca 1 67 N . 1,316 ,, 5 
7 Da Be 4% sne ur 3 > 15 sc a+t.... 

u. S. WW. 
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Die eingeklammerten Factoren lassen sich sämmtlich summiren, wodurch 


wir erhalten: 





9 Pe. IE 
tnc a 
1 1 dne a 
A — 4 . i nr | r a 
=" snc? a \dnca tnca 
2 3 1 ( 1 a . dnc« 
je 13, (Ey nera) da 
| 2,4 sneta \dnca ins tne« 
> s 1.3.5 1 1 . 1.3 dnc«a 
d=, 2 ( — — 1—1k'sne’ a— —— k*suc* ) u 
2.4.6 snc®a \duca«a an 2.4 .. tinc «a 
A 57 1 1 r . ..2 
A= ne et ( -— | — 1% snc’ a — —— k*snct 
4.6.8 snct a \dnca s 2.4 ’ 
i, 3:05 . dnc «a 
— — — Ksnc’ a) —— 
2.4.6 tnca 
\ u 3 W. 


Diese Ausdrücke schreiten nach einem einfachen Gesetze fort; ihre Be- 
rechnung ist leicht; auch convergiren sie gegen die Grenze Null, und da 
die Funetionen A'(D), A’(D), A’(D) etc. ebenfalls gegen die Grenze Null 
convergiren, so hat die Reilie (4.) eine überaus rasche Convergenz; ihr 
Anfangsglied % wird unendlich, wenn tang® = tnca oder uv+a=Kk ist. 


Man hat übrigens auch 














/ ) 
Fe 
tnca’ 
o 
' 5 A k’?tnadna 
A as ur... .\ RE 2 ® ee F a 1 5) 
- snc?«a „ en?a 
1 
2 A 1.3 „,. Krtnadna 
/ 2 > 2, u ee - e : u 
snc?a 2:8 en?’a 
? « - 
6. 2 3 4 A 1.3.5 ,, k?tnadn« 
d=3.— Zn unbe) ur —— 
snc? a 2.4.6 en? a 
3 ‘ we 
En R A 1.3.5.7 5 h’?tna dn«a 
8" sone? a 2... N en? a . 
4 ‘ - vv 
ng A 1.3.5.7.9 ; h*tna dna 
| 10" snc?a 2.4.6.8.10 ° en? «4 
L u. SS. W. 


und hiernach können die Coefficienten 4, 4, 4, A etc. auch bequem recurrirend 
berechnet werden. Hat man keine Tabelle für die Werthe der Functionen 
xD). HD), N’(D) ete., so erhält man, wenn man die Werthe (5. $. 101.) 
substituirt und 
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0 1 2 3 4 
u 4+44+4+4+4+ eic. 
setzt, auch noch die Reihe 
l 
7. 'S(u, a L —41.Dd + (4— Be Yendnurhähi, 2 (d— Des; 1).sn’Decos”% 
2.4.6 
334 Wu SR DB 1). sin’D cos® + 3, (4— Beben sin Dcos® +... 
Substituirt man aber die in $. 100. gefundenen Werthe, so erhält man 
via) = 
2 3 4 
v—4. O+(414424 +34434+3J4-+ ....).sin? 
2:12, 2% 77 5 sin &p 
rer t 
2.2.42. 8.43%. 5.2.38, 5,82% sindög 
ter rersttrantt ) 
4.3.2.1 4%, 5.4.3.2 $ 6.5.83 ® 7.6.5.4 7 sınSg 
Bun u ee | N a 
+ S r 3./.8,9 tyssntts 8.9.10. it). 4 
+ 


Es ist indessen die Rechnung nach dieser Reihe nicht so bequem, als 
nach den Reihen 3, 4 und 7; zumal dann, wenn man eine Hülfstabelle füı 
die Werthe der Kunctionen A'(D), A’(®), N?’(D) etc. hat. 


$. 255 
Reihen für das Integral ’& (u, «). 
u dnca ou .. 
Das Integral ‘S(wa) = /———.———— kann auf ähnliche Art 
inc a sın? u 
WERL u. 
snc? u 


entwickelt werden; indessen lassen sich die Reihen für dasselbe noch 
leichter aus den Reihen für ‘S (uw, a) herleiten. Beachtet man, dafs 


Klu,a) = '&(u, a) ER 


inca 
Be 
ist, und nimmt man für # die Reihe ® +5 ey D)+ 55% KN(D)+... 
so hat mau 
‚ En ey u! n j. (p) Ina rg 
ma) = a,e- tnca Pr Ken. de + 24 SNO AZ ancta 


1.3.5 75 .3.9 A3(p) \ 
+: 2 ru snc' 4 2.4.6" snc®u Fer). 


— 


d. bh. man mufs in der Reihe (3. $. 254.) zu den Functionen ®,, ®,, ®,, ®, etc 


| 2 2 3 a(y) 1.3.5 7 
der Reihe nach die Gröfsen ®, a Je. 


——. —- elc., 
"snce?a’ ?.4'sncta’ 2.4.6" snca 


| 


[25 


EEE 





.- " 
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256 
addiren. Bezeichnen wir nach dieser Abänderung die Functionen durch 
pp, @D, ®,, PD, etc, so haben wir, wenn wir aus D=amu wieder 


tang q 
tnc « 





1. Zanv = 


berechnen. zunächst ®, = inca.W und dann weiter 


‚P’ — tnca.y—Pd, 


i 





ZU 
DD, = "POONTEN TEEN. „YORE iin: ’ 
snc? a 
A(p) 1.3 42 () 
» i J ( = ’ — —1ı, — b) 
< D, ncay—P— snc?a 2.4 "snceta 
1 (p) 1.3 12 () 1.3.9 42() 
D, = tnc L, : 
b, nca.y—d—} snc?a 2.4 'sncta 2.4.6" snc%u 
\ uU. 8. WW. 


Mit Beziehung auf diese Werthe erhalten wir die Reihe 
1 Ä 
3. Ilu, a) =dnca. var snc’a.®, +73 2. k’sncta.D, 


L.3, 1 ! 
+5 T . .ksnc’a. 0. snc’a.b, + ....). 





Die Ausdrücke ®,, D,, ®, etc. aber sind wieder dieselben, wie ın $. 254. 
Werden sie substituirt. so erhalten wir eine Reihe von der Form 


0 1 2 3 4 
4. wa) = V—410— 4.10) — 4.10) — 4.00) — 4.10)... 


und die Ausdrücke der Coe6fficienten in ihr sind 


f a; ( 1 —1). dnc a 
dnca tnc«a 
1 1 1 dne 
Iı=- el — I k’snc’ :a). IE 
2 snc?a \dnca tnca 
2 1.3 1 1 1.3 dne a 
. I= la — 1 2 a— —— k*sonc 'a). —, 
). 2.4 sncta \dnc«a 1 A suc a 4 Fu tnc a 
. 3:5 1 1 e 
ae A 
2.4.6 snc® a \dnca Ksncla sk nee 
1. 28 > K snc'a) dne «a 
st ER "tnea 
Bi BE, 





Sie sind verschieden von denen im $. 254.: indessen lassen sich ihre Werthe 


eben so leicht berechnen. Es ist 
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EP d 1? ,,„ dnc«a 
2" one?a 92° "ınca 
i 
s 2 
PIE d 1?.3? „, daca 
* "sne? «u 92,42 "tnca 
6. } 2 R 
1 m 4 13.32.5° 1. dnc« 
= —— —f 
6*" snc!a 22,42.62 inca ° 
3 
1 u d 13.32.5%2.72 „. duce 
7 8" oneta 22.42.,62.8?  "tnca 
{ u. Ss W. 


0 N 2 3 . 
Setzen wir immer I=>4+4+4+4-+...., so erhalten wir durch eine 
neue Umformung 


ä 0 2 0 1 Mr 
7. lu, “ —= v—4.Dd+(4—4). FE sin’ Dcosd 


2.4 < 
n- 3: (444 1). sin ’Pcos®+ 5° - d- d— 1). sin’ Dcos®-+... 
$. 256. 


Reihen für das Integral ‘D(w, a). 


u sa tnadna.0pVY (1—k? sin? p) 
Es ist ‘D(u,a) fr ? /, wenn ® = amu 














Ei 
sne?a 
gesetzt wird. Da 
ern ®D) 
ie 1.3 1.3. 
— a2 sum? “ ) 3 
—= 1—1%°sin P— z h sind — >46 I" sind — 5, 3 u sind —.. 
t l a 
ist, so müssen die Glieder dieser Reihe mit — u en multiplieirt und dan 
u 7 


integrirt werden. Dadurch erhält man, wenn wieder die Ausdrücke (2. 8.254.) 


benutzt werden: 
1. D ab a) = 


Ur 





eo L 1.3 
Ze {na dua(} A’snc’a.®, +35 'sncta.®D, 4 z = ;h sne’a.®, 
+ 1 esncea.P, + ) 
2.4.6.8 E Bir . re iu 


Werden die Werthe von ®,, ®,, D, etc. selbst gesetzt, so erhält man 
eine Reihe, in welcher V die Gröfse 


1 Re a 
_ ( I— 1k’sne’a — 
dnca - 


1.3 6 Ä 
— k’snc’ a — Bu = 1, 





kK*sncta — - 





1 
2.4 2.4.6 
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zum Coeffieienten hat: daher haben wir die Reihe 


2. Dina) = v+4IP+END) HIN + NO) HEN) +... 


und für die Coöffieienten in ihr die Ausdrücke 


4 —= (1—dnca).tnadua, 
l 1 R . 
—= 4.—— (I—!k’sne’a— dnca).tnadna, 
SnC’da . 
6 J nt Eh — | 
d=.-——. (1 — 1 k’sne’ a — „— k* snc a— dnca).tna dna. 
2.+ sncta\ ” 2.4 
3 1.3.5 1 | 
 ———. (1— LK snce’a— 'sneta 
3. 2.4.6 snc®a an 54 , 
Be N, 
— ——— k’snc a — dnca).tna du a. 
2.4.6 
n 1.0.4 1 RB. de 3 
E—- | . (1-4 "ne a— — Ksueta — —— Ponca 
2.4.6.8 snec’a ;h rn a RER 34.6" u 
1.3.5 | 
— — ——- K’sne a— dc a).tn adıa 
2.4.6.8 
| 





U. SW. 


welche sich auch recurrirend berechnen lassen, nach den Formeln: 





f a 0 
A 13,.4 
d = 4.—— — — k’.tnadna, 
sne?a 22 
N 12.3 
A — E;» N A u k'.tnadua. 
4" snc?a 22,4? 
° j ;,_d Ah sE ik" tnadıa 
= 3, — — _——— ktuadıa, 
6" sne?a 22,4?.,6? 
3 
4 1 12.32.592.7 
A ee 1.— — — — krtnadna 
3" sne?a 22,42,6?,82 
\ u. Ss. W. 


Durch eine neue Umordnung verwandelt sich die Reihe (2.) in 


0 0 ı . y 
5. Dua= Y+JIDd— (d4—4) sind cosd——3 (d4—4— 4) sid cos® 


/ 
2.4 0 l 2 „u 2.4.6 0 1 2 3 u 
(dd 1— 4)sin’Dcos® — ; —— (4 4— 4— 4 — 4) sind cos® 
=: 0 .,, 


und das Anfaugsglied X ist wieder bestimmt durch die Formel 


tane @ 
Tanyv = Et 
" tnca 
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$. 257. 
Reihe für das Integral S (w, a). 
Wird immer amu =D gesetzt, so ist 


Su a = /- v "snaena dna sin? p. ög 
de } (1—h? sn? asin?p)V (1— k? sin? 9) 





Es mufs nun jedes Glied der Reihe 


1 — „4 + .d k’ u 
VAR inte) 1+1% sin d+ 5 — Sk sin O+ 5 - 5 se ®-+.. 


h? sna ena dna sin? pP. 


mit ——— R - multiplieirt und integrirt w . Netzen wi 
1—h?sn®asın? p grirt werden. Setzen wir 











jetzt 
I. tangy = dna.tangP, 
n dna.oy ’ i er; 
so findet sch oV = — —— , also rückwärts — —- 
2 Y 1—k?sn?usin?p’ u 1— k? sn? asın? y 
cd > 
”_, Ferner ist 
dna 
sindtrp.d 1 sin’tp.de 1 Pa 
P- 14 au S a zone —— . [sin "D.od 
1— k? sn? a sin?p k? sn? a I—k?sn®asinpg  Krsnta. 
0 
Ketsse wir nun 
sn”. 1 
1—k?sn?asin®pg *  Kersnra' 


so verwandelt sich die vorige Relation in 


Bi 1.3.5....(2r—1) is 
Dip = Bd, G..0n  (kmma)t. ‘(© 





und ihr . findet man 





f 
= na? 
= 7 _ 8.10% 2 Al , 
D. = 17, —d—Iksna).r®) 
1.3 
$D, Zune M-_— —1L( S A Wi \—_-_ ( P \ 
= 41, —d—rcksna).n (9) — 54 (ksna)'7’(®) 
1.3 
» Ic — ARZER \  , RAP) G % \a, nF 4 \ 
2. Yu a P— ı(ksna).X'(D) 5 3 (ksma)'.n’(O, 
1.3.5 : 
a a Se \h [ 
56 -(ksna)’.N(D), 
0, = 2. —9—Ikmar.n 9 — 12 kma).r:(®) 
1.3.5 1.3.8.7 
FE Piss ehe | \6 3 a En r AA, \ 
| 2.4.6 ksna)'.N(D) 2.4.6.8 (ksna)‘.r*(D) 
u. Ss WW. 
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Mit Beziehung auf diese Werthe haben wir die Reihe 


, en di 1 ®. 1.3 1.33 @ 
3. ww (u, d) = (®, +1 = — + ri “ : 2 +. . s 
\ tina 2°" sntua 2.4 snta 2.4.6 sn®a 
r 1.3.5.7 ®, + ) 
2.4.6.8" snSa ie: 5 
t A «D, «D DD ’ 
welche, da sich die Gröfsen ®,, —,’-, ®_,_ ——&_ ete, rasch der Grenze 


sn?a’ snta’ snda 
Null nähern, sehr schnell convergirt, aber nicht weiter auf ähnliche Art 
wie vorhin umgeformt werden kanu, so lange der Parameter « reell 
weil die dabei sich ergebenden uneudlichen Reihen divergiren und, wenn 
ınan sie summirt, imaginäre Summen gefunden werden. 


$. 258. 


Reihen für die Integrale EC (u, a) und D(w, «). 








Aus der Reihe für S(w, «) läfst sich die Reihe für $(w, «) herleiten, 
"R a dna Kk?’sn?u 

da Ewa) = k’snasnea.u— &(u, a), oder auch, wegen rl Fr ee 
A snasıca, 





L(uu) = 
dna [k?sn?a A 1 € kt sn* “a 1 * .3 k° sn® 2 \ 
ta | dn?a "7 r+ sn?«a\?" dn?ua Pr +35 3 snta\2.4° dn?a (0) 


1.3.5 i 1.3.5, A®sn® Nr )) B . 
73246 Ge rm N(D))+ ...] - Su, a) 


ist. Wird die vorhin gefundene Reihe für S(w, «) substituirt, so erhält man, 


sn® a 


wenn man zur Abkürzung 


Ä u Y 
= — 7 





dna dn? a’ 
‚(kan a)? 
DD. = seiten FR \5 FE 7 >) 
ne = +P+2 dn? « ‚A (9), 
3 = sn«) 
DD) — — A  . 
I. a Ai a +P® + 3 (Asn a). N(®, + 2.4" dnza (D), 
a“ 7 
Pp, = — 2 — +0 +4(ksna).r (0) + - > Aw (ksna)’.A?’(D) 
1.3.5 (ksna)*® &; 
+ 24.6" dn?a, A (P) 
\ uU. S, W. 
setzt, die rasch convergirende Reihe 
Pr x __ dna (@, DB, 1.3 ©, 1.3.5 ® 
Y% wa)= tn« b, +3: sn? «a + 2,4" snta +3 4.6" sn® a 
1.2,5.7 @, 
: 2.4.6.8 ° sn®a Tor ) 
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in welcher die Coöffieienten recurrirend berechnet werden nach den Formel: 








{ k? sn? «a y 
— Ds u 
PR VER LE BERN, 2 
k+snta (n 
DD. = WW, — — i \ }; 
er ee dn? « Fr * 2 —N 2 
8. a. o.__ sn® a 1.3.3): 
u, dn? «a (9) 2.4.6 NO), 
k’sn® a Du 1.3.5.7 \ 
u A ne we yo; u mc 4m 
1 er Tr re NM 24.0.8 9) 
| 1. Ss W. 
2 ’ , an un SpV(i—k:sintp) 
Es ist das Integral D(u, a) = FE antasiaig also 
mufs nun jedes Glied der Reihe ra—ksin ®) = 1— 1} Kk'sin‘ o—, A*sin‘ 
1.3 4 1.3.95 79.:,8 } tnadna.dp Dr: 
k" sin” "54.65" sin ® —.... mit ger eye a multiplieirt 
und integrirt werden, wodurch man die Reihe 
sn «a D 1 ®. 1.3. ® 
4. Dua = —%* ( yı. 10048 DE oA nn 
RRR snc« \dna - sn®?a 2.4 snta 2.4.6 sn®u 
1.3.5  ®, 1.3.9.7 D, 


39.6.8, 00 2.8.6.8. at) 
erhält, in welcher die Functionen ®,, D,,D,,®, etc. dieselben sind, wie in $.257 


Seizt man in der Reihe (4.) ka statt a, ku statt uw und : statt des 


Moduls A, wodurch sich amu — in am (ku, 2, —=D' verwandelt, so 
verwandelt sich Da, a) in C(w, «). 
Seizt man also wieder amu =P%, 
sind = k.sin® und 





5, ‚ ’ k kena.sing 
tang V’ = ena.tangd’ = -; ena.cucu — 
Sr sv h V(1—k? sin?) ’ 
ferner 
| w‘ 
DD = — —UD 
a ena v, 
/ 
Dd, = 9 —ına.r (D’), 
4 end ji N > 
= 12 1.3 
» Im = u DB —- Isa. (9) — ; 54 sn’a.N’(D), 
u’ :B: ı 2 1.3.9 
Pd, = — —d— 1snda. N (0) — —— sata. (PN) — — = sm’aX’(D‘) 
, en« 9 4 sufa. (0) in (9) 2.4.6 u. 
u. Ss, W. 
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so ist, mit Beziehung, auf diese Werthe: 








= / \ — = PEN E D B2 ul 1 BB. 1.3 ®», nn 
7. Clu,a) = ksna snca(-,, ** (ksna)? 2.4’ (ksna)* 2.4.6° (ksna)® 
38 unc TR ee D, >...) 

2.4.6.8 ° (ksna)® ‚4.6, "(hs Ban ei 






$. 259. 
Reihen für das Integral S(uw, a). 


Seizen wir in den Formeln $. 257. a? stalt a, so erhalten wir 


zunächst 

lang 
snc’ «a 
wenn wieder amu—=® gesetzt wird, und es ist jeizit also v>®. Die 
Gröfsen ®,, ®,, D, etc. werden nun abwechselnd negativ und positiv. 


Setzen wir daher überhaupt (—1)’.P, statt ®,, so erhalten wir 


— Dd, = Yv.snca—d, 





1. tagv= 


Sg 





2 
+0, = v.sncea—d+}. 2 D 
| Alp) 1.3 A2(p) 
ns D, — %b.sne‘ a—dD + 1 - ma - 2.4" aa 





s A (p) 1.3 41” (@) 8:8 43 () 
2, te una 1 f) f ) F 
.r u u +2 er a 24° tne’t a + 2.4.6" tncta 
Bu: m 0 (p) 1.3.5 23 (op) 
— 9 = vn +, tne?a 2.4" tncta v 2.4.6" inc®a 
1.3.9.7 (9) 
2.4.6 8’ tne®a 
u. 8. W. 


und mit Beziehung auf diese Werthe ai sich die Reihe (3.) in 
. 1.3.5 D 





3. S(lu,ua) = (® ehr: 0 a ern 
n Dan ı) sn’a snc’a +3 Sr u 2.4 tn/ta + 2.4.6 tn‘® a 
1.2.7 
+ et .) 


£s läfst sich diese Reihe noch auf eine zweckmäfsige Weise umformen. 


Setzt man die Werthe für ®,, ®,, ®;, D,, ...., so erhält & den Coeffi- 
eienten u a Ge 
I 1 r Pr AAN Fun 
ana (4a 2.4" tn/ta 2.4.6 . Hr en) 
ah 1 


= - = —I 





'sn‘ a ' | (14 - -) 
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daher erbält die he Reihe die Form 


1 SW) HIHI DHÄINPHÄINDHINDH- 


und für die darin enthaltenen Coefficienten 4, 4, 2. ... haben wir nun die 











Ausdrücke 
3 PR. 
ga? 
1 ı 1 1 
u > a (sna—1). sn’ a Til 
2 1.93 1 1 
i= = (s ' Du 
2 2.4" tnc'*a ET I+: 2 *tn/2a sn’ a sne a 
” 3 1.2.5 1 377 1 
A — -(s un I nn ie > >= USER 
2.4.6 tneda sn“ @ Ir r- 2.* rn. sn’ a sne’ «a 
4 1.3.9897 1 1 1:3 1 
I= —- ta PEN Weis 1 
2.4.6.8" tnc® a * Er 2 tn?2a 2.4" tnta 
3:8 1 1 
+ 2.4. 6° tn‘®«a ; sn’ a snc’ «a 
\ u. Ss. w. 


0 1 2 3 
Setzen wir daher wieder = 4+4+4-+4-+...., so haben wir auch noch 
0 0 1 . 
6. I die: ee 4. Arne Ei 4— 4)sin’dcos® 


6 0 
r£ 27 4-4) sin’ Dcos® — ;; en 4 4- 44-48). sin’ Deos® 
S. 260. 


Reihen für das Integral C (u, a). 
Setzen wir auch in den sich auf G(w, a) beziehenden Formeln 
$. 258. jetzt a2 statt a, so erhalten wir wieder 


il. tanglv= 





tangp 
snc’a " 
und setzen wir nun 


(PP, = v.sne’a—D.sne” a, 


ID, = v.snea—Dd+Ll. Be (9), 


"tne/? u 
Alp) 1.3 snc’? 3 
D, = %,s nn L, 57 
»; snea—P+ tne?ua 2.4 is a" Mn 
2. J ce, AN ı 4) 13.3 Alp) I Su 3, 
be rd 0+ 2" ine’? «a 2. BR +: ” 6" tne’? Falk (®), 


AN) A? (p) 1.3.5 A3(g) 
tne?a tactu 2.4.6 "tnc® u 
t. 3.5.7 snc’/?« 


— —— — ! 4 \ 
7 2,4.6.8'tne® u .N(D) 


PD, = y.sneta—Dd +1. 





\ uU. 8 W. 
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so haben wir die Reihe 
3..,.C(wa) = 
) Up 68 0; a rt ee 
sn’ a sne/ (94 tn’ + 2.4 "tnfta 2.4.6" tn/%a +34.6 4.6. nö tina r« )- 
Werden für ®,, ®,, ®,, .... die Ausdrücke selbst substituirt, so erhält man 
4. Cua = 


+ IOH AAO) + IN) + IN) HAN O)+ IN) +... 


und für die Coeffieienten in dieser Reihe die Ausdrücke 




















Ei — (sn a — enc"” a). —— - 2 . 
sn’ a snc’ «u 
1 1 enc’? a 1 
= +4 tne’? a ‚(su mir tn? )- = sne’ a’ 
« d 
a . LEE fs’ a—1+1 1 Sn... —.. 1 , 
2.4 acht. a "in?a 2.4° tn?ua su’asıc a 
. = Die B- ne (sa—1+4. Ama 
2. 2.4.6 tuc’a "in/2a 2.4 tn/ta 
1.3.5 enc’?a 1 
”; 7.46 er) sn’ asnc’a 
ni um \, - a L- (sn a—1 +1 J#-9.\% 1.3 = | 
ara 2.4.6.8" tnc® a = "tn?a 2.4 "tn/ta | 
1.3.9 1 1.3.5.7 enc’?a 1 
+ 2.4.6'twWt%a 2.4.6.8° tn®ua )- sn’ a snc’ « 
\ U. SS. WW. 





Durch eine neve Umordnung der Reihe (4.) verwandelt sich dieselbe in 
6. C(u, a) —— 


+4. 0 — (d-4)sin® cosd —3 in’Dcos® 


2.4 Fe A sin’Dcos® 
Z5\ WEL u‘ 


2.4.6 - 
_ 777 (4-42 44-3). sin’®cosd —.. 














fi A 
L +» 


2 


v 1 3 
wenn wieder 1=4+4+4J4+2J+ etc. genommen wird. 

Wir erhalten eine noch eiwas gleiehmäfsiger fortschreitende Reihe 
für C’(w, a), wenn wir in den Formeln (5: 6. und 7. 8.258.) ebenfalls a: 
statt « setzen. Berechnen wir nun aus amu = ® 


. . tang« I: sınc 
7. sin D’ — ksin®, lange)‘ = F = Ay, / er 
- en’«a en’aY (1— k? sin? p) 








und noch die Gröfsen 
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— PD, = vV.conta—d‘, 
+0, = Y’.cna—d’+ Lina.‘ (D), 
5 7 
— DD, = vV.on’a—D’+ 1in?a.1 (0) — DW in*a.A?(D'), 
1.8. So 
rP, = w.caa—P + 41n"a.‘p) — 57 tn“*a.1’(O‘) 
= 1.3 5, 
.d),: Wi I 
+ 2,4, a.N P ); 
1 
—P, = Yv.onta—P+ tn” and) — = tin” a.n (0) 
aa EEE an 
E= 34.6 in”’a.A (Dd)— A068 in”a.N © ) 
| u. Ss. W., 
so erhalten wir, mit Beziehung auf diese Werthe, zunächst die Reihe 
9. Ca) ME lv. en’a—4.tne”a.®, — . tnc*a. PD; 
1.3 6 1.3.5 k 
6 BEE . &D — |, 
— 54, tnc"a.B — argtnc ap, J 
Werden die Ausdrücke (8.) selbst substituirt, so erhält %’ den Coöfficienten 
9 1 1.3 Kr 3.9 
r 1 BE _ Sei; 6 —..)=1, 
enc’a. (144 inc”a 54 ine’ a+ 5 EG ine” a — >46, ine‘ "a+ ) 


und die Reihe für C(w, a) erhält überhaupt die ER 


0 1 2 3 4 
10. Ca) = w—1.0—1.1.0) —1.N 0) —A.N (0) — A.) —.. 


Für die Coäfficienten in dieser Reihe finden sich folgende Werthe: 











+ N 
y hi 1 {na (1 — 1tnc” a) ) “u : 
1= + 3z nt nn Ze “+; 2.4 Fol a). = z s 
.. Em — tn Z a —- 1 —ztnea+5 u ine! a; gine a). a 
4 — ee - u 2. ‚8 a. —1-} L ine" at 5; ine”? a inc” a 
+ DR meta). 
\ u. Ss. W. 


Auch hat man noch 


0 0 1 

12. CUua= W'oidi D’+(4- 4 Einer cosd‘ 
0 0 R 

+ Sa 4-43) sin’®’cosd’ + 2 a (d—-d—i N sin D’cosd’+ .... 


EHER 
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0 v 2 3 
wenn zur Abkürzung = 4+4+4+41-+.... gesetzt wird. Indesseu 
convergiren die Reihen (9. 10. 11.) nicht so rasch als die Reihen (3. 4. 6.). 


S. 261. 
Reihe für das Integral D(u, a). 
Da D(u, ai) =:.D(u,a) ist, so erhält man, wenn man in der Reihe 
(4. 8.258.) a2 statt a setzt, und aus amu =, 


tangp 
1. tangv = he 2 


snc’ a 
und ferner 


—!, = v.suca—d, 











A! (p) 
I). = „Ss ie un 1 a = 
db, b.sncea—d+} er 
Alp) 1,3 12 (p) 
w\. — \.sne 4a— AI — . 
P; v m... O+ = tnc'*& 2.4" tncta 
Alp) 1.3 2°(g) 1.3.5 243 (0) 
>, a = 4 / 1 y (p) Y) 
mw. (D => We u WE rue a Sau — —- — r 
b; ro + 2" tnc?a 2.4" tnctua + 2.4.6" tnc’sa 
ZN (P) 1.3 42(p) 1.8.5 43() 
— 6. —= V.soe’ a — Au ——— Io —_ _—— — 

b; ‚ . O+3- tnc’? «a 2.4" tnc/’*a +5 2.4.6" tnc’®a 
1.3.5.7 Alp) 
2.4.6.8” ince®!a 

\ u. 8. W. 
berechnet, die Reihe 
j n. | sn’ u 2 url wu’ 1 ®D, 1.3 BP, 
3 | == - V.SUC Ud— 4. —— a 
3 \%, u Zu sne’ a Y g = in’ 2.4 tn’*tu 2.4.6 tn’dua 


2.4.6.8" neu 
Werden für die Coefficienten ihre Ausdrücke selbst substituirt, so entsteht 
eine Reihe, in welcher der Coefficient von 


1 1 1.3 1 1.3.5 1 
su “ai+}. 2“ Erz IT anltr r 94.6’ wa  TacR'ı He) 


tn’t a tn‘® a 2.4.6.8 tn’®a 


Br _ 


ist und welche also die Form 


4. D (u, a) gen 


0 1 2 3 + 5 
V— 19 — 1ND) — 41.1 (®) — 4.M(D) — A. O)— A. 
hat. Die Ausdrücke der Coefficienten in dieser Reihe sind 
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f ® sn’ «a 
Me wa I) ea’ 
ee Ion 1 LEI es 
ee air snia "tn'?a/" snc’a’ 
PN 4 
a En 
2.4" tne’* a \sn’a tn’* a 2.4 tn’%ı snc’ «a 
| Wer 7 3.8 a En a u 4 1 4 
u. #7, 2.4.6 tnc/% a \sn’u 2’ gn?a ! 2.4" tnta 
1.3 1 sn’ «a 
2.4.6" tnda/ " snc/a” 
2. et 3 er a + 1 1 
sung 2.4.6.8" tnc’’a \sn’a 2* tn? a 2.4" tn'ta 
1.3 = 3.5 1 sn‘ a 
2.4.6 ° tina ra] 2.4.6.8 ° az). sne’ u 
k u. S. W. 











Durch eine neue Umordnung verwandelt sich die Reihe in 


6. Bd a) = W—410d +(d4— Mind cosP + 44 4— A)sin’D cos 


0 2.4.6 
4-44 I) sin’ ® 60sO + 57 (4— Po Fr Fe 4)sin’®cos® +... 


wenn wieder 4 die mehrfach erwähnte Bedeutung hat. 


$. 262. 
Reihen für das Integral /S (uw, a). 


Seizt man nun auch in den Formeln $. 254. az statt a, beachtend 


dals 'S(w,ar) = :.'S(u,a) sei, so erhält man, wenn man zugleich :b: 
statt D setzt, 


1. tangy = k'sn’a.tangd. 
Berechnet man ferner aus amu =D die Gröfsen 








EEE 
u Bm Kom a —d, 
„ Wa a Bo: At line (9, 
ET: n BR 
2 } P;, — ana ei dn a.‘ M— „4 z Inf a.ı u 
REN y (2 / \ ii? Ä /6 3 
= u —ıdn a.ND)— 57 dn“a.a”(d) — 5 = >> dn a.N(D) 
u. 8. Ww., 


so hat man die Reihe 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXV. Heft 4. 39 
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« 18 / un u " ‘ 12 + 
3. 'S/u,a) = k"sn’asnc a.(0,+} dne a.0,+ ! 5 - dne‘ a.D, 


1.3.5 6 1.340. ‚8 
+546 .dnc’ nz ;dnc”a. B-+..) 


> “x - 

Beachtet man nun, dafs 1+4dne” a+, = dnc*a + 2 dne” a -tF... = 
A } ) 

1 


k’sne’ a 
0 1 2 4 
4. 'S(ua= v— 1.9 — 240) — 4.10) — 4.00) — 4.10) — 


und für die Coöffieienten in dieser neuen Reihe hat man die Ausdrücke 


ist, so läfst sich die vorige Reihe RN also darstellen: 


0 








I= ksna, 
I /? 1 1? / / 
A = ıdn :a( —1).k "sn’asnc’a, 

u k'snc’ «a 
; Lia 1 7 > 
A A e —— un fen A a).k” sn’asne’a 

= k'sne’a 2 ’ 

> 3 L. 7 u 2 | r 

A= 5 % al — — 1—1dnc”a — 2 dne‘ a).k" sn’asınc’ a, 
b ver # " 1.3 
A= dn”’«a ar —1— 1 änc” a — —— dance” 

Hu ® k’snc’ a 2 2.4 

1.3.5 > 
— 17% ” Inc" a). k"sn’a sne’a 
u. 8. W. 


Durch eine neue Umordnung verwandelt sich die Reihe (4.) in 


6. Su, m = ı—1. ©+(4— 4) sin®cos® +3 PER EBEN sin’D cos® 


> 2 3 
+ 2 ER TER 1— 4) sin’®cosO+ 2° Bu 43 a 1) sin’ D cos® 
Os 
Ez ..... 
S. 263. 


Reihen für das Integral ‘C(w, «). 

Setzen wir in den Formeln $. 255. a? statt « und „Le stali %, 
erhalten wir die sich auf den Ausdruck vou ‘C(w, «) beziehenden Reihen. 
Berechnen wir aus ® = amu zunächst 

1. tangy = k'sn’a.tang®, 
und dann weiter 


u EN 
= k’sn'a ’ 
DD —_ h nn ER © 12 A1/ 
= 00 —0 Ldn”a.X'( 
®. Y 12 AN 1.3 4 ı/n 
D, = Pr Dh ı ad) — 57: dn*u.1?(®), 
( — F — 1 1/M\ 1.3 14 2 4.3.9 6 
DD, er —D dna. nd) — >. 7. An a.N?(D) 36 .dn“a.N (I 





\ u. S, W, ’ 
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so haben wir sofort die Reihe 


3. Cau,a) = k'suc’a.L+k”sn'a sne’a (4 dne”a. 2, + = duc"’a.b, 
1 2.8 16 ® x e > 7 \ 
+5% „dnc”a.®, Fate due“ 4.D,+....). 


Die nächste Umorduung der Glieder giebt die Reihe 


0 1 2 3 . 
1. 0a) = 1.9 IM) — ARD) -ARD)— AN Q) — 


und die Coöffieienten in ihr sind 





() 1 A 
1= (; —— een 
k’sne’a 
1 
4 == Ide” An — —1— I dne” a).k” sn‘ u snc’a, 
- k’ snc’ a 
I— = 9 dn“ — ea 1:8 duc*a ).k sn’ a suec’ a 
> re 5.4 1 207 —— 2 y | 2 
1,54 ” 1.3 
re we: > dn®a. (- 1 — 1 dnc”a— —- duc”« 
2. k'sne’ a “ 2.4 
1.3.8 ; 
a +«dD 
{ u. Ss. w. 


und eine weitere Umordnung giebt 
0) 0) 1 
6. Cuaa = WY—410Dd+(1— A)sindcosd + 3(4— A— 4)sin’d cosd 
2.4 7973 RE 2,4.6 HE Br EEE 
+35(4-4-4—4)sin’® cos$ + 353 A-Ind -4—4)sin’Dcosd +... 


S. 264. 
Reihen für das Integral ‘D (uw, «). 
Um die Reihen für das Integral ‘D(w, a) zu erhalten, hat man in 
den Formeln $. 256. a? statt « und 2 statt VD zu setzen. Man berechne 


also aus D = amu 
1. tangp = k'sn’a.tangd; 


ferner wie in $. 262., die Gröfsen 





nr yo Zu 
D, I7 ; — Pd — ıdn”a.x(D), 
"Io, =, —p—tdnra. (54 Anand), 
EEE — + dn? a. (9) 5" dn"a.N(0)— 52 dn“a.2(D) 
\ u. Ss. W., 


39 % 
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so ist 
« / w 50a 12 hs ‚4 N SE 46 ( 
3. "Diwa) — Ponca sne ; (4.dne u. +7 "jdne a.®; +5 gg dne u. 
1 349 iS 4. 3. 9. 7 10 
5963 > due a. PO 1661 io Anc a.», +...). 


Diese Reihe verwandelt sich in 


4. Dw,a) = d+41.04 4.1.0) + 4.220) + 4.20) +4. ®) +. 


und die Ausdrücke der Coefficienten sind 














»- sn’ « 
4 = (1—k'snc’a).—— , 
snc’ ad 
, sn’ a 
— 4 dn”a(1—4 dnc” a— k‘s u 
2 = 3 sn’a 
w A . ir a( 4 je er — ken I; 
5. | 544 i—4dnc”a— = ine“ a— k'snc rt 
3 1.3.5 1 
A u zu ural und . ne” a 
2.4,6 1-3 2.4 5; Pr . d 
sn’ «a 
— k'sne’ a). 
Snc’« 
\ U u. W. 





Die weitere Umordnung giebt 
6. bei, u, 2” — Sr .9d—(4-. 1) ih, (1— pr A)sin’® cos® 


>) 
3 da-a 4) sin’ ® cos® — ee gi 4-4 —-I)sin’®cos®—... 


Anmerkung. Alle vorhin entwickelten Reihen, mit Ausnahme der 
Reihen (9. 10.12. $. 260.) convergiren desto rascher, je kleiner der Modul 
k ist; indessen convergiren sie doch für jeden zwischen den Grenzen 0 
und 1 enthaltenen Modul A, für jeden Parameter @ und für jede Amplitude 
D = amu. 

Da nach $. 133. 


« 


—S(u,a)+'D(u,a) = U(u, u+'C(u, a) 


D(u, aa +'S(u, a) 
sn’ a sn u -) 
snc’ a’ sneu 


| 


arc tang € 


ist, so lassen sich die Integrale erster Classe auf die dritter, und umge- 
kehrt diese auf jene zurückführen; was nach den Formeln $. 120. auch 
noch leichter von Statten geht. 


$. 265. 
Andere Reihen für die Integrale S(w,a), C(w,a), D(u,a). 
Seizen wir in den Formeln $. 262. K’—a statt a, K—u statt u 
und 17 —w statt d, so erhalten wir 
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in 7 


1. tangt = . 


Ä snc’ «a 
und berechnen wir noch 











0 
a — k'snca, 
ad ur dur —1) k"sn’a snc’ 
re k'sn’ a wi: ea, 
. E. 1 
= .—- ; dnc*a 7; —1— 4 dn” a).k” sn‘ sne’a 
| 2 k’sn’a 
2. 2. 13.5, 46 _. ar ER 1.3 14 ) IR ad i v 
= 57 5“ ne" au, 1—}dn”a 5, An a).k"sn’asıca, 
‘ 1.3.5 1.8 | 
PP ne* a — BR © PR ‚EU m. 
2.4.6 k’sna : dn“ a 2.4 dn“a 
Pu dn®a). k” sn’ a sne’a 
2.4.6 : 
\ u. S. Wi, 
so haben wir zunächst 
‚SK—u, K' 
2 3 
— Ir —V-. 1.amcu— 4. N" (ame u) — I1.N” (ame u) — 4.A (ame) —.... 


und also für «= 0 
2 3 
SK,K-a=4r7—.: 1. 1 7 —4., Iiar— 1A — 11T. = Iar— IAr 
Da nun aber nach $. 120. 'SCK, K’—a)—S(K—u, K'—.a) = C(u, a) ist, 
so ist 
0 1 2 
C (ua) = y— A(4r — ameu) — Alla — N! (ame u)) — Air — N’ (ameu)) 
3 
— Air —N’(ameu)).... oder 
0 1 2 
u,a)=v— Ar +4. ameu + 4.X (ame wu) + 4.1” (ame u) 
3 r 
+ 1. (ameu) + 4.1 (amew)+ .... 
und es können diese Reihen auf die bekannte Weise noch umgeordnei 
werden. Die zweite Reihe convergirt im allgemeinen rascher als die erste. 


Seizt man nun 47 —amcu=D, so haben wir 


Dd, 
®-+eos® sind, 
D+cos®sind +2cos®’P®sind, 


3. 


47 — amcu 
Iz—N' (ame) 
I — N (ame u) 


A ’ 2.4 
!z—N(ameu) = D+cosdsin® +3co®®sind+ +35 c0s°® sin® 
. * 2. 4 
ir—N(amca) = D+ cosd sind + 3cos’® sind+ ;- , cos’ °O sin® 
2.4.6 
+72 c0s’®sind, 
3.5.7 
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Die Werthe dieser auf einander folgenden Ausdrücke nähern sich der 
Grenze 47; die Coöfficienten A'(amca), A’(amcw), A’(amcw) etc, hiuge- 
gen nähern sich der Grenze Null, und zwar desto rascher, je gröfser u, 
d. h. je kleiner ame % ist. 

Berechnen wir aber, indem wir in den Formeln $. 263. A’—.a statt 
a und A’— u statt u setzen, nach einander die Gröfsen 





v 1 
4= ( Te a). sn’asnc’a, 
k'’sn’ a 
1 
4 = dance” Ren —t1—Ydı?a) ER sn’asııc'a, 
k’ sn’ «a 5 
/ - dne*a wi. 1 1 ren p dn’ .k"sn’asoc‘ a 
4, RT w Ksva 2 2.4 „©“: 
3 ı.2:8 1 1.3 
l—= ne” (- — 1— 1dn” a — —— dn‘*a 
2,4. 5 u k’sn‘a 2.4 
3.4 a 
nr Y -dn“a) .k"sn’asne‘ a 
\ U. S, Wi, 
so ıst 
0 l 2 
CK—u, K'— a) = 47 — VW —4.amcu — 4.1 (ame u) — 4.N (ameu)—.... 
und 
0 1 2 
CK, K’— a) = 47 —4.J „—JAn—4d.4 Zn — eo im—4.4 TR: 


Da ferner ’C(K, K—a)— ‘C(K— u, K'—a) = D(u,a) ist, so haben wir, 
mit Beziehung auf die Ausdrücke (4.), die Reihe 
() 1 2 
Diuaa=L—4 (Ir— ameu)—4.(I7— N (amcu))—4.(47—N? (ame u)) 
3 
— J.(!7—N (ame u))— .... oder 
0 1 2 
Diua—=w— 4.474 J.amceu + 4.2 (ameu) + I. (amew) 
a 
+4. (ameu) +... 
Eine Reihe für S(w, a) giebt die Formel 
D(wK—a— S(K—uu = —— —S(K, a), 


sn’ a sno’ «a 





; : , dn’ a 
welche sich, da D(w K—a)— C(wK—a = a ist, umformen 


läfst ın 





em . SE sn’a : 


snc’ a 





sn’ « > > ’ 
Hieraus folgt S(K, a)— 8 (u, a) = aan B—u)— CK u, K'—a); es 
‚ sn’a ah / 1 
+.aher. — "a (kr name). — „ als 
ıst abeı on (k" sn’a sıc‘ a) k'? snc’ u 0 
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sn’ a ame « 2 x. A!lamc«) 
K—u) = (- — + 1dne’a.tdn”a.— 
sne’ 7 : h’2 snc’'? a +3 1.2d k'?snc’? a 
1.3 1.: )? (ame te) 
‘4 dq 4 2 am / np 
+5 4 ne” a. 5 du rer ) k"sn’a sn‘a. 


Setzt man daher 











0 1 dne’? a | 
A m 2 u | )- sn’ , 
k' sn’ a k'? snec’? «a ksnasıc'a, 
1 1 din” >a. dnc’? a 
— 1 12 = En Fa ie 2 a „f 
2 :.3 1 6:2 dn’4 a.dnc/? a 
m en SUSE N 2 Bin > zo Er ‚ „# 
6.34 = 5 z.4ne‘ al, ru ı.dn”a— er ). k"sn’asnca, 
3 1.3.8 1 1.3 
BE a 2 .duc®a(- — —i1— ı,.dn’« Üü—-- —— .dn’ta 
2.4.6 k’sn’a 2.4 
1.3.5 dn‘® «.dnec’? 5 PC PAR RER 
. ı N 9” > 
-924.6° Kkrsnc?a 
\ u. S, W., 





so hat man zunächst die Reihe 
S(K, a— (u, 6) 
0 1 2 
— — Ir +'b+4.ameu+ 1.1 (ameu) + 1.” (amceu)+ .... 
Setzt man hierin = Ö, so hat man 
0 ) 2 
S(k,a)= —ır +4147 +41 41474... = —ır+dtr 
und wird hiervon die vorige Reihe subtrahirt, so hat man endlich 
/ 0 1 2 ‚ 
Su,a) = —L +1 4r— ameu)+41(lr—N (ame u))+I((!r—N(amcu)) 
3 4 
+ A(! 7 — N (amev)) + Al! 7 —N(amew))+.... oder 
0 1 2 
S(ua = — + 4.47 —4.ameu — I. (ameu) — I.N (amcu) — ... 


3 
— 1.1 (ameu)—... 


S. 266. 


Andere Reihen für die Integrale ‘S(w, a), ’C(u, a), ’D(u, a). 


Setzt man in den Formeln $. 260. K’—.a statt a, K— u statt % und 
in 


Ar—W statt D, so verwandelt sich die Gleichung tangy = 


snc/’a 


1. tangy = k'sn’a.tnu. 


Berechnet man aufserdem die Gröfsen 
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f 1 
= (i — cn” a). —— 
A sne’ d C a). zip We 2 s 
, 1 en’? «u 1 
 — L,—— (snc‘ a—1 ) A 
r2 tn’? «a t2- tne'?a/"sn’a sncda’ 
> 1.3 1 ( : 1.3 er: 1 
r A — sncea—1 Er Di nen A re 
2. ! 2,4 "tn/ta o +3 — 24 tne’* «/ sn’a snc’ a 
1.3.5 1 1 8 1 
=  (sue‘ a— | N. — 
t5 4.6" tn‘ +3 ?*tnc’?a BR tnc’t «a 
+ 1.3.5 en’?a en = 
2.4.6" tnc’®a/* sn/’a snc’a 





\ wi 
so ist, $. 260 gemäls, 
CK—uK—a = !7 — + 4.ameu + IX (ameu) + 42 (ameu) +... 
und 

CK,K-—a = Im tIAn t+IAm Ist... = Ir7+4.}47. 
Da ferner S(wa)= CK, K—)—C(K—u K'—.a) ist, so haben wir 
die Reilie 











S(ua = + 41.( 7— an) +4tr N (ame %)) 
Q + m z—N (amcu)) + da z—N(amcu))+.... oder 
S(ua=v-+4l PR ame « — I. (ame u) — 4.1: (ameu) 
— I. (ame) —.... 
Seizen wir auch in den Formeln $.261. K’—a statt a, K—u statt u und 
. iz—) statt /, so ist wieder fang) = k’sn’a.tnu. Berechnen wir fer- 


ner nach einander die Gröfsen 


ia suc‘ a 
de + las a 1). sn’a 
r Zn 5. ( 1 a ne) sne’ a 
=" tm?a \soca *"tnc’?a/" sn’a ’ 
er: 1.3 1 ( 1 — 1aaal 4 R PR ) ch 
1 2.4" tn/ta \sne’a 2*’tnc?a ! 2.4’ tncta/" sn’a ? 
jun RE NE Elle per 
-} tn‘’® a \snc’a - tne’?a 2.4 tnc*ta 
L.3 1 ) sne’ «a 
— 3.4.6 mein) wa 
u 3 W., 








so haben wir zunächst 


ı) 1 % M 
D’K—u K'—a) = 37 —L — I.amceu — 4.N' (ame u) — 4.N(ameu) —.. 
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und also 


7 


0 1 
D(K, K—a, = 47 — 147 — AA — 4A —... = 1m —A.la 
Da ferner C(wa)= D(K, K—a)—D(K—u, K'—.u) ist, so haben wir 


ı) 1 2? 
C(ua) = v— d(I7— ameu) — A(!r—NX! (ame w)) — A(!r— N’ (ameu)) 
3 
2 — - — N tar .. oder 
Cwua=vYv—Alr+ 1. amceu + y x (ameu) + 4. N (amew) 


+ 4.1’ (amcu) +... 
K—u 


Nach $. 120. ist 'D(K,a)— D (u, a) = air a S(K—u, K'—.a); ferner ist 
kK—u = amcu+ (-; 1. 4) Fi era) A (ameu) 
1.3 1 
Tr (57° he = z er u). N (ameu) 


1.3.5 1.3.5 & | 
+) 516 ea) Namen) +... 


setzt man nun auch in der Reihe (4. $. 259.) K’—a statt a, K—u statt u 
und 37—w statt :b, so erhält man, wenn man 














f ® 1 
A= —(snea—1 
( I sn’ a snc/a 
} ’ N 1 
A= „;(sne’ d— En zZ FERN 
e" +2 — a/"sn’a suc’a 
2 ns 1 1 1.3 1 { 
- 1= —.—, Er 'a—1+4.-——— — .-,-—— }. ———— , 
b. 32 2.4 ha . Ir > Po 2.4 tnc’*a/ sn’a snc’a 
3 2:3 1 
A DZ Pa “rn ( a2 2 Tereıa ze; 
+ 2 ir sne' a Ir 2" ar 2,4" tneta 
+ 1.3.9 1 we A 
2.4.6° tnc’®a/' sn’a sne’a 
\ u. S. w. 


setzt, zunächst die Reihe 
0 1 2 
D(K,a— D(ua) = 47 —Yy +41.amceu 44.1 (ameu) +4.N (ame) + 


0 1 2 
ao DKda=47+447+447+4147 +... = ir +14 
Wird hiervon die vorige Reihe subtrahirt, so erhält man endlich 


' 0 ı 2 
Diua=y+ (dr —amevu) +44 — X (amew)) + 1(47 — X” (amcu)) 
3 + 
u. Alır — N’ (ame 1) +4(r — (ame u) + ...., oder 
Dua)=Y'+1. Ir 1. ameu—1. A (ame u) —. IN (ame «) 


rg 


7. 


4X (ame u) — 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXV, Heft 4. 40 
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Die Reihen im $. 265., so wie auch die so eben entwickelten Reihen, können 
leicht umgeordnet werden. Setzt man D=47r—amcu, so hat man z. B. 


'D(u,u) = + 1D+(4—4).cos® ind + 344-9). cos®’® sin® 





+2 . 0 
—1— A— 4) cos’ ®sin®-+.... 
und in dieser Reihe ist tangY = sn’a.tang®, da tangd = = k’ina ist. 


Anmerkung. Setzt man in den vorstehenden Reihen 4‘ statt «, 


ku statt a, und S© statt des Moduls k, also /; statt des Moduls X, und 


beachtet, dafs 


S(Kwka ;) = 'S(ua), 
Clvu,ka, 5) = 'D(u,a), 
D(kKu,ka, ,) = Cu, a), 
S(ku, ka, %) = —C(K, a) +C(K—u, u), 
S(ku, ka, %) = —S(K,a)+ S(K—u, a), 


D\ku,k'a, 


I 


+D(K, a„—D(K— u, a) 


ist, so erhält man noch eben so viele neue Reihen, welche ebenfalls desto 
rascher convergiren, je kleiner der Modul % ist. Es schreiten diese Rei- 
hen nach Kunctionen der Amplituden Zr —amceu und Zr —amu fort, da 
sich jetzt amz in 7 —amceu und amcew in 47r—amu verwandelt. Setzt 
man endlich «2 statt « und w? statt w, indem man zugleich den Modul mit 
dem conjugirten vertauscht, so erhält man Reihen, in welchen die Coeffi- 
cienten desto rascher convergiren, je gröfser der Modul 4 ist. Die voll- 
ständige Aufführung aller dieser Reihen hat keine Schwierigkeit, und aus 
diesem Grunde verzichten wir hier darauf. Wenn die zuletzt erwähnten 
Reihen eine leichte Anwendbarkeit haben sollen, so mufs die Tabelle der 
Werthe der Functionen A'(®), N?’(®), AO), AD), .... auch auf imagi- 
näre Werthe von ® ausgedehnt werden. Setzen wir aber allgemein 


XP) = (—N) Er), 


so haben wir die Werthe 
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N’(D) == ®, 
(dd) = Eind Gosd —P, 
(dd) = 3 Sm’P Sosd — Sind Gos®+P, 
\ ® ER . EN uni ’ 
(dd) = 3, © Sn’d Sosd — 3 SEm’dP Los d + Sind Ks d—PV, 
- 2.4.6 
YO) = ur > Sin’ © Los d — + Cin’P CosP +3 &in’P Sos® 
— Sind Ss® -+P 
U. S, W. 
oder auch 
2.8:6.. „(2r) Si 
NO= nr ij?9-Sin”Q 
$. 267. 
Reihen für die Integrale fu damu und ’ damcu. 
0 0 
Setzen wir zur Abkürzung 
ı 12 
d _— 1+2 k, 
2 1? R 12.3? 
3 1? .., 12.32 12.32.52 ,, 
ael+tgktzptnnat 
. ‚32.52 ,, , 12.32.52.72 
2-1. 5; +5 art near 
u. 8% W., 
. 1 2A ü u. 2 Fu. 
so ist r oder ”— die Grenze der Gröfsen a, 4, a, 4, ..... und nach 


ist 


$. 107. 


u 
7 


2 —a)sn’u cnu — 
'DIigLH 


1. =: 





1 2 
3, (am u) — 


1 2.4.6 
8'3.5.7 


1 1 2 5 . 3 
am (> _ ı)snu enu —3 („—a)sn 


2.4.6 
3.5.7 


Wird diese Reihe mit dam multiplieirt und integrirt, so erhält man 


5. )au— 1-3 „—a)sı‘ 


# ) s 1 2.4.6.8 
JENE 


ucnu 


3 . 
—a)sn’u CHU — en 8 


ES. 
Br tr 


G- 


1 2 
( -—a)sn’u 
N 


m: PO 
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Setzt man in dieser Reihe K— u statt u, so erbält man 


2, / u do ameu 


0 
Br E 1 fu . 2 1 (- ) 2 ' 1 2 1 ) ö 4 
— K.ance U — I ‚amc%) YZ N —i SUC „7 - Nu SsnG u 
may N Ki, 1 2.4.6 2) sne‘ 
+ 633\7 — a )suc u+- 3357, a) mc ut .... 


Vertauscht man in der Reihe für « die conjugirten es, indem man zu- 
gleich «2 statt uw setzt, so erhält man 


FEN 1 BE (3- ers + tn3u 2.4 . 5 tnd u 
my N: en u n' nu 35 en 
=; : = 1 A tn? 
Me nr 2 Ze 
3.) enu 
1 2 3 + 


und in dieser Reihe haben a’, a‘, a‘, a, ..... dieselbe Bedeutung, wie 
1 2 ; + 


td, d, Ad, @y ....5 nur dafs jene Grölsen ebenso von dem Modul 4‘ ab- 


| u 2K ) 
hängen, wie diese von dem Modul Ak; auch ist — = ——- und zugleich die 
e ’ N zz 
1 2 3 4 
Grenze, welcher sich die Gröfsen a‘, «', a‘, a‘, .... immer mehr nähern. 
Soll auch diese Reihe mit damw multiplieirt und integrirt werden, so 
haben wir zunächst das Integral 


U = fR amu.damu 


Betracht zu ziehen. Bekanntiich „ 





ui „ : ,g 2. 4.6. he 
P= Sind Kos d— 3% iO &osO+ 5° Sin’ Do d— >; 7 Ein D6osd..., 
also 
tane p 2 tang?® .4 tangsı 2.4.6 tang”« 
td = er u he e ne dien nr Sg A 
C0OSY 3 c08g 3.5" cosp 3.9.7 C0Sp 
oder auch 
tn 2? tn’u 2.4 ind a 2.4.6 „tn? u 
\ am U — ED, . me + ww Zeug a ee u 4 WERE A AD 
en u 3 enu 3.5’conu 3.5.7 nu 


Diese Gleichung mufs mit dama = dn w.6 u daliplich und dann integrirt wer- 


dnuw.ou 


den. Es ist aber OY ana = -,„ und tna = &in(?ama), also haben wir 


U Jin! amu.oN ana fin amu.oXamu 


+35 * (Sin’g amu.oXame— + .... 
. vo 


Setzt man nun der Kürze wegen 
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ı) 1 
D — — 1 R 
en u 
' 1 tn? 
D = —, x EN A 
2 nu en u 


2 4 
Fr 1.3 tntu 1 tn?u 











5 Han 
3 6 4 
DB u 1.3.5 tn HER I 5 re AR -# 27 
2.4.6 cen« 2.4 cnu 2 nu en u 
+ - 6 4 2 
p— 1.3.5.7 wm wi. 5 we inte, 1 in 24 De A 
2.4.6.8 cnuw 2.4.6 cnu 2.4 cnu 2 nu en“ 
u. Ss. W., 
= Js .... —1 Ir n—1 . 
so dafs überhaupt ® = 1.3.5....(2n PP... D ist, so haben wır 
2.4.6....(2n) en u 
B; tn u 
Sin ama.oXamu = am 9a amu = D, 
in? u = 3 
Ser samu, oRamu fu = -ı, 
‚ ‘) tn 5 l 2.4 2 
Sin’? amu.d8amu upeehe — 7b, 
en « 3.9 
0 0 
. tn?ı 2.4.6 
S Ein’ Lamu.d% amu = / “damu = I = ‘(D 
ent Ei 
6) 0 
u. S. W, 


Werden diese einfachen Formeln benutzt, so haben wir zunächst 
0 22 1 22, 42 2 22, 42, 6? 3 92 42 ‚6? + 
a (D nt (D "bb .... 
ze ga Pt ze Tage r 


Wird nun die Reihe für # mit dam multiplieirt und dann integrirt, so er- 
halten wir 


4. /udamu = U+7 (U D)k® +5; - = D+ E ®) 7,44 


0 


3. 





mil EP E TR 

PET 1 (U u ae 3° D)k 

12.,32.52,7 24 9242 2 92,42,62 en 
+ ld D+ .,0— 32 TE 52.7? D)R“... 


und es kann diese Reihe auch wie folgt dargestellt werden: 
i u. 1 2 a) nal 2, 2 
d. Sus ama — ni U— & =) b +3 (-—10).0 (7—«).® 


0 7 N 
22.42.6201 3) 3 .22.42.62.8% (1 .) 4 
3?2.52,7? (; a). („,—« .P + —.... 
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$. 268. 


Die Kunction U kanu auf mehre andere Arten entwickelt werden. 
Da nämlich Cama = snu + 4sn’u + 4sn’u+4+sn’u+.... ist, so haben wir 


u 1 2 Bl. 
U=1—cuu+ 33 (1—cn U— Sn u en«) 





+ 535 I—-enu— —sn ucnu— zz Mm si, 
1 2.4. S( 1 ‚3.0 ) 
4 7'357 l emu— sn ucnu — > 48 a6 


Wird mau =47 Be so hat man 


4.6 2.4.6.8 1 
U=147. +35 a 5 3.5.7991 


Multiplicirt man die Reihe 








?amu = sin: 4sin3ama-+ sin 5 amuv— 4sin7 amu + —....) 
mit damz, und integrirt, so erhält man 
a 1 1 2 
U=?2 |1—cos am u — 3; (1—cos3am«w) + 53 (1— cos) amu) 


— (10087 ana) + —.. 2 


und hieraus folgt für ama = 47 der Wertlı 


r 1 1 
U = M-, +3 Hate — +). 
Dieselbe Reihe wurde in $. 220. gefunden, und ihr Werth ist 
rn = 1,83193 11883 54438. 
Nachdem dieser Werth bekannt geworden ist, kann die Reihe für U auch 
also dargestellt werden: 





1. U=ul— en) — 5 (u—1)snucnu— 5: (u BR: WERE 19 =)sn'uenu 


2.4 2... 

BAR 2. (e-1- 4 RS 4 22) sn? venu 

2.4.6 2”2 5'3.5 
sr 01 2 12h zu, 

24.6.8 41-3.37 535707 °55,7)0uconu 
A bö ER IE BR 

2.4.6.8.0#773'85:3577 35.7 

1 2.4.6.8 10 
Fa) UCHMU—.... 
Hiernach kann der Werth des Integrals U= /*Xamw.damu oder U= /KD.90 


0 
am bequemsten berechnet werden. da diese Reihe am raschesten convergirt. 
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Die zweite Reihe kann also Per werden: 


2. U=u—? cos®+;, cos3P — 7; 76085P +-, cos 79—;, cosId + —...., 
wenn der Kürze wegen amu = v gesetzt wird. 
Da 


RO — lo „Atrtangıp _ = tang}® + 4tang’!D + }tang’1D + Hang’ ID +... 


05 1—tang3Y 


ist, so Jäfst sich das Integral U noch auf eine andere Art entwickeln. Es ist 


5) » 
Just 19. od = „tang” 390 — / ang”! ıD.0D, 
0 


und da 


Jans 10.00 log Ess 
J tag‘; 0.89 = Yang; 9— tan’ ®+ log; 4...» 
Jung’ 10.00 





) 


4tang’4 D — 4tang’4DP + tang’1® — log IL < 


cosp 


u. SW. 
Wir haben also, da Erin Pr ==1 + lang‘ 40 ist, die Reihe 
3. U = N[log(1-+ tang’4d) + 4ltaug’ AD —log(1+ tang? 1D)) 
+ 4dtang’ 39 —tang' IP + log (1-+Htang’ 40)) 
+ 4(4tang’ 49 — 4 tang’ 19 + lang’ 49 — log (1-+tang” }D)) 
+ 44 tang’ 19 — and +} tang1D —taug’LD 
+log(1+tang’}3P)) +... ]- 
Durch Umorduung erhält man eine neue Reihe, in ei der Coefficient 
von log(1+tang?4d), 21 —4+4—1+4..)=247r=!r ist: daher 
haben wir 
4. U=!r.log(1+tang’4d) + (2—1}7) tang’ ID —ı(‘ 
+42 343 4m)tang 4 P —1Q— 344 
+32 —3+37+5—3ntag” 30 —+.. 
Anmerkung. Die vorstehende Reihe hat den Vortheil. dafs sie 
immer sehr rasch convergirt, es mag ® reell oder imaginär sein. Setzen 


wir u=f1P. oDd=f(D), so ei (ip. od = — (Dr), daher haben wir 





’ 


— 3 — Im)tang'4P 


— Ir)tang’ı® 





in 


für das sohon in $. 220. behandelte Integral die Reihe 
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f19.°9 = #.logCtos30 +(2— 47) Tang’ 39 +42 —3 — 47) Tang’4D 
| Ast rir era 3P+402—3+ EEE w 
+32 3+5—37+5—237)Tang”4Pp+ 


Die bekannte Reihe 8 Pd — +5 rw 5.9461 vr. giebt auf der 
Stelle die Reihen 





/x2.0 = +5 +5.&+61.2+ 1355. 1450521. 
. 14 
+ 237029765. + N“ Mn 


» 2 4 6 8 j 10 12 
10.30 = 5—f u A Zoe 


2702769. — 199360981. — - EN 


welche, wenn ® beträchtlich <1 ist, rasch genug convergiren. 
Aus der bekannten Reihe 











ir _ stv IV 
erhält man, wenn man = - setzt, und beachtet, dafs nee. 
er 0 


2 
— a.log (1 — =) ist, zunächst 


SP Io — 


logie — Dog tt + Dig tt ping ++. 


— 


= V, log 2 


2 


— log 1— 0) +4 log (15; -irgli- + egli- N) 4. 
und dieser Ausdruck ist einfacher 
J29.30 = 9.29 —4r [log 0) — 310g (1—%) + 5log (1—,) 
| ET 
[12.20 = 2.104; } [108 (1409) 310g (142 3)+5log(1+!; 
Se 


Aus der Reihe (5. $- 267.) erhält man eine Reihe für das Integral fus ameu, 


. R i e 0 
wenn man A—u statt u setzt. Noch andere Reihen erhält man, wenn 
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man in denen $. 267. A’u statt « und statt des Moduls A setzt, wodurch 


eh 
k 
sich ama in 27 —amcu und amcw in Fr—amu verwandelt. 





$. 269. 
Reihen für die Integrale fe „.cam« und Jecu.cam u. 
0 0 
Berechnen wir nach einander die Gröfsen 
l 1 " 
ee = 1—ZK, 
2 17.3 zu 
ee — IE — ak; 
® 1 2 12.3 ., 1532.55 „. 
e=1— —..K —- „Hk — ur, 
2 22,4? 22,42.6? 
° 1 12.3 12.32.5 19.3707 
Fe a A FE a 
= 22,22 EU 23,43.0°.8° 
u. Ss. W., 


c nl 


. . . 2 4 . . 
so nähern sich dieselben rasch der Grenze e = —, wenn wieder E den 


zum Modul % gehörigen elliptischen Quadranten bezeichnet. 
Da nun bekanntlich 


\ u 2.4 
elu = ..am#u + (1—e)snwenu+ 3(c— e) sn’ ucnu-t ; (8) sn’uwenu 
2.4.6 
+37 2 (ce)? eg 
und 
i 
eleu = E+K’suu u an cnu — 23 (c—e)sm’wenu 


2.4 
{2 (ee) sm’ucnu —. 


ist, so erhält man, wenn man diese Reihen mit dama multiplicirt und inte- 
grirt, die neuen Reihen 


1. Selu.damu — 


0 


sn "ut s' en sn" u 





3 
.4.6 & 
+ 3 240 (- )sm’u4+.... 

3.9.7 

und 

®. [eteu.ö amu = E .ama + (1— dn u) — 4: (ama)’ — 5 su’ u 

0 1 2 
To } 2.4/c—t 2.4.6 e—e 
(7° sn 3 5 =) sn‘ U— 3.5. 7 sm BT 4000 





welche für jeden Werth von amw und für jeden Modul a Die 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXV. Heft 4. 4 
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letzte Reihe stellen wir noch auf eine andere Art dar. Es ist nach dem 
Zusatze zu $. 106. 


elcu = E—k"”|amu+ - = Ak’ (am a — snu en) 


" 2 3 4 
de. er r - (am a — snuenu— 3 sn’u cnu) 


32.52.77, a 
+ 52 42.05 N (ama — SNUCHUW— zSn wenu 
am 5 ] 
— -— sm’venu)+....|- 
3.5 + 
Wird diese Reihe mit Cam multipliceirt und integrirt, so entsteht 


3. [ eleu.damu — 


0 
E. am — k'? E (am u)? + r R (4 (am u) — ion? Re 
3? 8 + 1/ \2 1 2 1 ._ 
+: 22, a (4(ama) —3sn’u — 4-35 50 


32.5? on 
53 W (4 (ama)?—} sn’ — 4.3 sn 


Berechnet man nun die Gröfsen 





A EEE 

2 

u k® (1 tk ta u), 

n k'": „4 Ai) 

ad = "(14 +5, a“ +20): 

4 32 5% 32.5? EEE 
Pr Ark = +; 42 Krank uuerrt3 62.82 k°) 


S. W., 


Y 


nähern, so haben wir nach einer 





welche sich ebenfalls der Grenze & = 


‘ 


leichten Umordnung der vorigen Reihe die neue 
1 


’ r L u A] h 2 e— k'? ? 2 €Ee—0 
4. Jeleu.d ame = E.amu — }e(amn) +( gm u-+2 — sn’ 


« 
0 








2 3 
2 4 (e—a\_ 2.4.6 3°) Br 
+ r )wu+ 5 ( 8) sm u-.. 


Es lassen sich auch leicht Reihen für die vorstehenden Iniegrale finden, 
welche desto rascher convergiren, je gröfser der Modul ist; womit wir uns 


jedoch hier nicht länger aufhalten. 
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$. 270. 
Reihen zur Berechnung von « und ©, wenn amı = am’v = g gegeben ist. 


Es kaun die Aufgabe vorgelegt werden, aus einer gegebenen Am- 
plitude, welehe auf die beiden conjugirten Modul % und A’ zu beziehen ist. 
die ihnen entsprechenden Argumente und v gleichzeitig zu berechnen. 
Wir seizen 

amu =D und amv =D. 
Dann ist ’ 
od o% 
ee Van und dam Vorrang 5 


Setzen wir nun, wie in $. 47., 








t—=tang}d® wid k= sind, also A — cos, 
21 1—1? V(iA+?2cos24.12 +1: 
so findet sich na = —-—, cnu = ——., duw =- 1 ah | er 
it itt: (tn: 
und 
201 
1. u 


— Yt1+2cos20.1?+1*)* 
Wird aber 3 mit 47 5 vertauscht, wodurch nur das Vorzeichen von cos ?5 
abgeändert wird, so verwandelt sich z in vo und vo in x. Setzen wir 





l 2 3 4 
p} AN 2 () er () () ) k) ” 
2. A+2csd. +: = 1— rer et 


so findet sich, in Anwendung des Polynomialtheorems, die einfache Relation 
r r—1 er 
3. 9 = (?r—1).00829.90—(r—1).0, 


welche mit der $. 112. gefundenen Relation (8.) übereinstimmt, wenn man 
nur für das dortige v jetzt cos29 setzt. Daher haben wir sofort die Aus- 





drücke 

l 

(9 = c0s%9, 

9 = 3co dd —1, 
3 m ‘ ’ 

9 —= 15c0s’2#—9cos?29, 

4. J 4 - +49 | ( 2) ( 

10 = 105 c0s!29 — 90 c08?29 +9. 

9 —= 945 cos’ 298 — 1050608? 2# + 225 cos 25, 
6 =. ( / . ww eo 2ı eye 
9 = 10395 cos’ 29— 14175 cos! 23 +4725 cos’ 29 — 225 
\ u. S. w. 


(x? —1) 





und im Allgemeinen it 9 = ——,- für = cos 2b. 
4% 
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Setzt man 9 = 0, so wird 
(1—2cosYd.r +): = (I! = I+ +++... 
Seizt man d=}7, so wird 
(1—2cos?d. + = 1+N): — 110457 A re ER 
Setzt man d)=47, so wird fi 
1—2cosI.P +): = HUT = IH PHP — 
Daher sind die Gröfsen 
G G G G 
IN 319 10 Zr 
immer ächte Brüche, wenn der Arcus 9 reell ist. 
Wird die Reihe (2.) mit 202 multiplieirt und integrirt, so erhält man 


2 3 4 > 
62,90: 90,6» 6a 
= 2-9 5+9 5-9 7+5 5 ent) 








5 429 5’.: 44 
em ’ M 2 4 6 ’ 
Wird nun 47 —9 statt 5 gesetzt, so bleiben ©, 9, ©,.... ungeändert, hin- 
i 3 5 r > . . 
gegen 9, 9, 9, .... ändern nur ihr Vorzeichen; daher haben wir noch 


1 2 3 4 
©. ;, #3 1,8 9 # 9 1° 
’ Ren ? a a ef ey ” u u u u “ a Te .. - ” 


Aus deu vorstehenden Reihen erhält man ER ie und Subtraction 














f 2 
+ u 0) —_: 3p  : 3p tang"” au 
DE = ung 0+ &.' u | +2 te 
Q: | 1 3 
v—u J) tang’ty GO tanz‘ ' „ie — u tang'!3Yp 0) a 3p 
etz os +7 +. 


und diese Reihen eonvergiren für ia Modul “ pr an ande D. 


Setzt man O=1!7, welcher Fall am ungünstigsten ist, so wird v= K 
und vo — KA’, daher haben wir 


pe 2 4 6 8 

KR G 2 G d 
+3 „tr pt ot te 

Ei K—K 2 6 d d 
| ı I rtrr tr Fer nte 


Aufser der im $. 112. angegebenen independenten Bestimmung von 
O geben wir noch einige andere. Es ist 





op - .n 
— ne ann BE; 2& sina ff 
1) u m Vi Reh k? sin? p mann Ss [1,—2] k sın ® . 6) ®. 
2" a 
e j 21 201 
Ferner ist sind = itr und od = it’ also 
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du = 2.811, —2] Re. 20.2 (1 + e)-Retn ar, 


ß 
und dd (+ = S[—(?a+1)] € ist, so ist 
E 
u = 2.8[11,—2] [-(Qa+1)] R°.2°0r.82 cond. (a +B = y). 
a’ 8’ 


Wird dieser Ausdruck mit dem vorigen verglichen, so hat man 
5 a ß 
1.2 = SI, 2] I—2a+N]R“.2 cond. («+B= 1). 
FR 


164 


ß I . 
Es ist aber [2a +] = (12a +,—1]), —J]=1,—1], 


>.‘ 


2a+1, 1], —1]= [1,1] = (a+B) = (to) =Plr+al, 


daher haben wir 


Q 2 
7. = = S(—1)[r +«] sin’“9, 


2 2a 
also (—1). nu —= S(—1) [r+u]cos’”#, wenn noch 47—B$ statt 9 ge- 


setzt wird; oder auch: 


9 —1— er sind + ERRTT 

















| \ sind 
r ‚2 
+3) (Hrn er ur — ..... 
1?.22,32 
,»9_,_4Dr 29 CHDCHIE—D a 
(—1) a Be (cost 5.2 ua 
nz en a m nn an 1 Fire POT ... 


In $. 272. wird noch eine andere Formel für G hergeleitet werden, welche 
nach den Cosinus der Vielfachen von 2% fortschreitet. 


Zusatz. Setzt man D=am?u, also = tang}P = taug}am?u 


{inudnu = SM" so hat man 
BR —” sncu ’ 


ı 2 g 4 
se: es.» au, ® 
ua Kluge E02 72.28 DE Zr Di ar di 


sn’ v 








und setzt man = tang}am’?v = ‚ so hat man auch 


sne’ v 
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® 
mn 
Br 


G ri? 
+5: 5 ++ 





3 
2. 
3’ 


- 15 
„»e1+:;.5+5-57 +7 


daher ist nun 





2 6 8 
+ 0 05 A A 
or l een — „— Be ee .... 
OR 7735 +7 strontre nt . 
) 5 2 . 
vn 60,60, 06u, 0 w,o m 
ww 73tr7'7t73 var stent- 


Setzt man in diesen Reihen ?=1, so it v= K—u, also v=1!&K, und 

ebenso ve =} KA’, und man findet die obigen Reihen (6.) wieder; setzt man 
Eau ‚ . } . 

aber r für /, so vertauscht man z mit A—u und v mit K’— v; daher 


ist, wenn K—u=u und K’—v=v‘ gesetzt wird, 





{ 6 
+ _ 1,9 t,0 4 
ne ei 7 APE- - Irene 











2 ? 
1 3 5 i 
— u 4) 1 4 1 +) 1 () 1 
| 2 7 au try rt mtr net 
. . . . .. sn u 
Diese Reihen convergiren, wenn / oder die Brüche + ch Te 


als Eins sind; dann ist u>4A und vo>4K‘ Daher sind nun W“<4KÄ 
und © >}!K’ Indem man aber «’ und ©’ berechnet, findet man auch x und 
", da die Quadranten A und A’ als bekannt angesehen werden. 


k k 1 3 ; 
Anmerkung. Ist der Modul A = sin}, so wird 0=9=49.... 


— 0), daher ist nun © = u, und zwar 
| y 13 wer® 
um 2(tangP—4.4tang 1 +52 ztang 39 — -5- 5 > tang® 1D 
1 1. - 7 ang? 
Po en ’ A 
+7 5 lang’3d+.. Im 
wenn ®—= amu gesetzt wird. Bezeichnen wir 2 zu dem Modul k —= 


sin!r gehörenden Modularquadranten mit ], so haben wir 


| | = 1.3 2 DER, 2 8, 
um °) 2 I _— . + ;. 
[=2-4415-.7477° 2461172408 te oder 


I = 1,55407 46773 01. 


y- 


S. 271. 
Reihen zur Berechnung von elu und elv‘, wenn g =amu = am’ v gegeben ist. 
Setzen wir wieder =tang}® = tangtamu = tanglam’v, so ist 


a 208 1+2c0820.1?+1% 
4 = vVAafTes20.1?tte) 








und dn’vz = 


(14+1?)? 
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da nun el« = /dntu.öu ist, so findet sich 





oO 
231V(1+2c0820.1?4+1°) 
| Pr en 
el Ati): und 
1, -f* otvV 1— 2c0s0. +18) 
R: (14+1?)? 


Wird die Reihe 
ı 2 3 4 
ER = G . ge Os 4) 
VER I tete 
mit 14+ 2c0s29.2°+1* multiplieirt, so erhält man für Y(1+?cos2d.1° +1) 
zunächst die Reihe 


5 
he 
- Et etc. 














)) CR 0) 2) 
iz 15 3 +7 
6 Go 2 
+ 2cos® —2cos2d.; £+200529.5; © —2c0s29.;, I etc. 
’ G 2 
r—1 r r—? 
Da aber (?r—1)cos2?9.0 = 9+(r—1)9, also 
r—1 Q r—2 
0, 2r ) 2r —2 J 
p) = 4.5 | 
200529. —y = 71 2r—1'r—2) 
ist, so erhält man durch die Benutzung ai Formel 
v(i+cos23.t°+ 1%) 
t 2 1 3 2 4 
. @ _ O\,.: 1, O\ ,6 4 2 J 
= I+5t DE 7" PR: I +36, —_ )t 
G 2 
+11\» 8 ee; le | + — etc. 


en 


Jedes Glied dieser Reihe ist noch mit Er zu multiplieiren und zu in- 
tegriren, um die Reihe für elzv zu erhalten. Man findet aber leicht die 


Pr+ ol Er Ir+1 rc 
In — Yf ter " Ant Sag 
und setzt man zur Pre page age 


ey A PIZUBET, 
” (Zn —i)(14-12)% ’ 


so verwandelt sich die vorige Relation in 


T ax) a 


Relation 


Ei Ten, . 





2n —1) @n+1) '1+t? 
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Man findet aber 




















BER. = t 
Fa 
also 
rg ! 
2, = . 
EIER 10 + + 213 
I,= —; (+ 1.3 (14-1?) ’ 
ar; 21° 21" 
T; au +49 — in wi 3ate) tr 5 5(1-+1?)’ 
ee 213 215 21° 
T,= —30 —- zei 1.3( Atem) t 3. 5141?) 5.7141?) 
u. Ss W. 


Werden diese Werthe substituirt, so erhält man für el eine Reihe von 
der Form 


3 4 
2a. 1° 2a.t?° 2a.t' 
1 N 
a.30+a. 4 + Isa Far) + ara + ele 


elu == 











1 2 3 
und die Coefficienten a, a, a, a etc. in ihr werden durch Reihen ange- 


geben, die sich gleichsam von selbst summiren. Es ist 


1 2 1 3 2 4 
a— 699-696 79= etc. oder 
FADEN FOFRBURRL PPR. Bew ser re 


— 1—1 = 0. Ferner 


i=1+[o+1+842+ 84 etc. | — SPEER 


= 1+1 = m 
6,8, 6,6, 
2 ) ) I 5 . . " ” 
1 
() 
=1+>: 
2 9 6 6,9 9:6 
- - - 2 
Ebenso findet man 
9 9 9 n ‚ 9 5 6 
u 3 I u 2 o A _, 4 a 1) 6) 
u L +9, 1 >Tt» ’ u=:Tt;5 a=—(5+6) Ss. W 
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) [2 - « 
Beachtet man nun aufserdem, dafs - 4 > — sin® ist, so entsteht die Reihe 
1 2 3 
’ 1) 0° ri oO 1) A 
elu= sin® [' +(1 + 1) 1.3 (8 +3 »)35 rt ” +3 )- 5.7 


+8). 75 + ee]. 


Wird nun der Modul k =sin® mit k = cos} vertauscht, so erhält man 
1 1 n 

Oo\ 2 70,9 fi @ 15 

/  — N en r m —— m — — 

el’: = sind |1+ (1-5; 13 ( > t5)- ;+@ ‚57 


ds 


Ba N +2). 7% + ete.| 


und verbindet man diese Reihe mit der vorigen durch Addition und Sub- 
traction, so entstehet 


2 2 4 4 
elu-+el’v __.: ?2 Ai O0 1° oO #8 Q 41 
u "= sind.(I4 5 Paste arTenate 





Ö 6 
1) gs 9 + % yı6 
STE - 11. BT BBTB Dt etc] und 


Pr 


mine Hu (@. 12 f& t6 Q 78 © yı0 
sinD. te 9r5 9.11 
er pn: 9 1“ 9 me 


=nntranrna tee) 
Setzt man Z=tang}P =1, so ist auch sin® = 1, und man erhält in die- 
sem für die Anwendung der Reihen ungünstigsten Falle 








2 4 6 
Em. 0 6-0, 4. DB aim 1ui-dü) Lu Ä 
8 13 '2*357 2'791 68°1.13.15 815. #: 19 + ete., 
ı 3 5 Ö 
E—-E © 1 1] 1 o 9 1 1 
; rTristF 570 rt, Ti. ges 15. ER} 17.19.21 7 ete. 


Auch die Modular-Integrale zweiter Art gestatten ähnliche Entwicklun- 
gen, womit wir uns jedoch der Kürze wegen hier nicht aufhalten. 


$. 272. 


ı 2 3 E ’ En 2 
Entwicklung der Functionen 9, @, @, 9, .... nach den Cosinus der Vielfachen von 6. 


Setzen wir wieder 


1—2cosd. +) — 1+7 +5 


3 


+ hin. 


Or 
Sa 


0 
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so können die Coefficienten in dieser Reihe nach den Cosinus der Viel- 
fachen von 9 entwickelt werden, und zwar auf folgende Art. Es ist 
1— 2 cos?d.P + = 1—e .P)I— et). 

Setzen wir nun 

TR. (MV) +HMNME. CHR". CHE) C++ NE L+ 
vie.) 

indem wir die numerischen Goefficienten in dieser Reihe der Kürze wegen 
dureh (0), (1), (9, (3), +... bezeichnen, so ist 


1 nn Ka 20di „ra 
Vıazepa.n) = Bla). 4 und 

1 auudienmen 
V(l— ef 1?) 








= y(ß) R eh, PP: 
daher ist 
1 « \ Ua—P) 24 ; 
irn = KOM ".er con. (+ =), 


und da diese Reihe der obigen gleich sein mufls, so ist auch 


2. = ($(a) ().e*) eond.(a+Pß = r). 


Vertauschen wir & mit ß, so erhalten wir einen dem vorigen ähnlicheu 
Ausdruck, und das arithmetische Mittel beider ist 


? 


2 — (S(a)(ß} cos?(u—2)6) cond.(«+ß=r). 
In diesem Ausdrucke sind die äufsersten Glieder und auch diejenigen jedes- 


mal gleich grofs, welche von den äufsersten gleich weit abstehen. Die Coef- 


1.3.5....(2@—1) 
2.4.6... (20) 





fieienten (&) und (8) sind Brüche und es ist («) = 


1:3.5....(26—1) u i A 
346... ° Setzen wir also der Kürze wegen das Product 


; ebenso 





ist (B) = 
der ungeraden Zahlen 


(1.3.5... (20—1)) (1.3.5... (2B—1)) = [u-ß], 


so Ist 


6) ‚ [e.?] . 
Ren = 8 Ira’ ß’ cos? («—P)d 


oder auch 


v0= (S[r1. [&.2] cos‘? («—8)$) cond.(«+ß=[r), 


und nun sind die Coefficienten der cyklischen Cosinus der Vielfachen von 
9 in dem Ausdrucke ganze Zahlen. Da cos?(«—P) = cos?2(ß— u) ist, 
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so können immer zwei Glieder, für welche & und ß verschieden sind. als 
sleiche zu einem Gliede vereinigt werden. Für r = hat man z.B. 


%,0 = 1.3.5.7.9.008109+5.1.3.5.7 cos69 + 10.1.3.1.3.5 cos 25 
oder 
9 = 13 (63 cos 108 +35 cos68 + 30 cos 29). 
Hieraus erbellet nun zunächst, dafs sich die Kunctionen elw, el’v, wie 
auch die Argumente v und v selbst, in Reihen entwickeln lassen. welche 
nach den Cosinus des vervielfachten Arcus $ fortschreiten. 
Nach der vorhin entwickelten allgemeinen Formel findet man die 


folgenden Werthe: 
1 i 
9 = cos?5, 
2.9 = 3cos49 +1, 


?YoO=3 5c0s6$5+3cos?2b), 

2,0 = 3(35c0s85+ 2000549 + 9), 

#0 = 3.5(63c0s 108 + 3560568 + 300825). 

”,O = 3.5(693 cos 128 + 378c0s 89 + 315 c0s49 + 150). 

4 — 3.9.7 (1287 cos 149 + 693 cos 108 + 567 60569 + 525 cos 28) 


uU. S., W. 
1 2 3 


Anmerkung. Die Functionen 2, 2. 
anderen Beziehungen von Wichtigkeit. Man vergleiche die Abhandlung: 
„Ueber eine besondere Gattung algebraischer Functionen, die aus der Ent- 
wicklung der Function (I—2272+2°)” entstehen” von Jacobi im 2ten 
Bande des Journals der Mathematik von Crelle. 


$. 273. 


Zweite Umwandlung der Reihen, welche zur Berechnung von « und v aus 


sind noch in 


pg=amı = amp dienen. 


Man kaun die Argumente v und v nach Cosinus der Vielfachen 
Arcus von $ = are sin(k) entwickeln; aber auch nach Potenzen von cos 29, 
Diese Entwicklung hat den Vorzug vor jener, und daher beschränken 
wir uns lediglich hierauf. Man kaun zwei Wege einschlagen, indem man 
entweder von den im $. 270. gefundenen Reihen ausgeht, oder auch von 


der ursprünglichen Differentiatformel 
- /- u SEEeE 2 
Be I V(i+2cos20.1? +1?) 
42% 
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Es it 1+2csY9. + Ht—= 28 a + cos 26), also ist auch 


a 2 
R -f ‘ yles® er | 


t=tangld = e%*, 
so ist, da überhaupt £® = log tang (47 +40), auch 247 —P) = 





Setzen wir nun 


1 
log ——— , und da 
tang»g 
lo 


1 p 2“ 
1. 1” = log tangip log 7 ist, so ist 
v= tt 


Nimmt man die hyperbolischen Functionen, so hat man 


’ 1 | 
SosYy — — Bu a 


cos (ZT — Y) sing 
Ein = tang(47— PD) = cotd, 
Tangy = cosd. 
Da Sin?b = 2&iny Cosy und Sos?y = 260? d—1 ist, so erhal- 


ten wir 





z 2 cos D. ya Rn 
3. Sin?W = 1— id und Sos?ı — —— 1 on (1 5 Ssın p) 


sin? p sin? sin? p 








Wollen wir & durch Z ausdrücken, so haben wir aufser der Gleichung 
1 . " 
Y = log noch die Gleichungen 


Knz jil_-rasgohe zulminndogle ga | IE  ı 
Gosv = :- Einy = 9, fıygy= 10: 
2 1+t* _t2.pt7? It, dt 
4. So = EEE, ESin?y= DY- Eben 
> 1— 1: 
( % ne 
Tangıy = 171 
Differentiiren wir die Formel Y = !(47—D), so erhalten wir öoV — 
Kar Ber) oder 
cos (} nt — pp) 
aaa FE.i IONMORS 
sın p t 


Werden diese Werthe benutzt, so verwandelt sich das vorgelegte Diffe- 
rential in 





J- oY. 3) e 


Da nun 
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2 


/ Vo 2 
\ 652% -+ 0020 — V &s2% 


GYAPXN] \ &s52% 
d 


1.3. 
- 92.4.6 cos’29. ade To 





— 1co0s?9. Vase +5 2 cos’ 29. 


ist, so haben - 


2,0 A 
= /- + Nr r34 Ara : Se N. 
1.3. 








Fl . 3.5 
1c0s29. — Yu” 2.6 °08 re av. er; 


- 5) 
= ZucR 10° PN 2.,/— aY. as — 
Setzen wir nun die Integrale 















/ 9 o “4 2 PR. \ 
S-?Y: 00 == U und Sn Var u U, 
2 2 us 3 
fr a. Voss = 40 und J-r-Verzs — U, 
1.5 „f 129 EN 
J- abi Vairss ge ee Sr Yu = 5,57, 
1.5.9 





2 ; Aa 9; 
Sr 02% 37.170 und Sr Vers = 59%! 
U. S. Wi, 
so verwandelt sich die Reihe in 








13.53.92 . 
ITIE 4N 6 
u — U+ 2, Ü.cos® 204 205 Ücos + 72.0.8.10, ja V eos’26-+.. 
3? 3?. 
— 1 U cosd— 5 2 — werte Ücos’29 


32,7? .11? 7 E 
u 7ah__ 
34.6.8.10.10.13 leo’ 29 —...., 





2 3 4 
und hierin sind die F'unctionen TU, U, U, U etc. unabhängig von dem Modul 
k — sind. Vertauschen wir 9 mit 47—9, so verwandelt sich, da® = amuw 
— am’v sein soll, das Ze u in v, und cos?29 in —cos?29: daher ist 














(vtu _ 1.59 +9 
Fr Ur 5, bo 29 + 545 Ücos Ö 
7. ı + 34.0.8.10.13 Ceos29-+.... un 
ee a 1 a 3 3 39 32.7? 5 r 
— = 4Uc0s?9+ 57% Ucos 204 36.810 U os 29 
32.7?.11? 7 
t + 3.4.6.8.10.12.14 Vo 2t., 
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und es bleiben nun nur noch die Functionen U, U, U, Ü etc. der Ampli- 
tude DO zu ermitteln übrig. Bilden diese eine convergirende Reihe, so haben 
die vorstehenden Reihen eine um so gröfsere Convergenz. 

Anmerkung. Setzen wir$=0, so wird u=Dd wde—=Rd: 
daher haben wir noch die besonderen Reihen 


t4+P _rT \ ' 52,92 e 
2 ur +raasal trans. lt 
| Yg p 


’ s 32, 32.72.11? . 
ı 7 T re ee 
- 04 vr sm { ” 2.4.6.8.10.12.14 Ute 





9. 


$. 274. 

Nehmen wir nun die einzelnen, nur von der Amplitude ® = amu 

— am’r abhängenden REP in Betracht, so finden wir 
0 ’ 

1. U = fi Ya E77 =/7 un oder auch T= aan : 
d.h. es 2st ® auch die Amplinde des Argumentes U mit Bez wehung auf 
den Modul k=y14 = sındz. 

Die Werthe dieses Integrals U kann man für jede Amplitude ® 
aus den von Legendre berechneten Tafeln entnehmen, und es darf sein 
Werth insofern als bekannt angesehen werden. Indessen wird es sich 
bald zeigen, dafs man auch ohne Vermehrung der Arbeit den Werth des 
Integrals U durch dieselbe Rechnung findet, wodurch man die Werthe von 
u und ©» ermittelt. Setzt man in den Reihen (7) d=!t7, so wird in der 
That v=v= ÜU; was mit dem so eben gefundenen Resultate übereinstimmt. 











Da oT = E : z ist, so erhält man 
R N . EBRM U _ [_ sin?9.dp 
. — , Vei+t%)°? RER av (di 4sin2 p)® 


Dieses Integral hängt von einem ER der ersten Art 
welches den Modul sintz7 = y} hat. Setzen wir 


u ; = fe vii— sind), 


wählen für den Modular- und für den elliptischen Quadranten, welcher zu 
dem og sind} r gehört, die Zeichen J/ und @: setzen wir nämlich, wie 
ın 8. 270., 


| 1 


ab. 


= S3407 40773 
I VOTE ee p) 1,55407 46,7 709 OL, 


G= ED vAa—ssin) 


4. 


1,350064 3551048 (nach Legendre), 


VO 











a 
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und setzen wir aufserdem, mit Beziehung auf den Modul sin}, die Am- 
pltude 9=amU, so reducirt sich das Integral (2.) auf 


Bi j 4) 7 .. ® 
U= /amÜ.oU für k= sin!lr; 


daher ist nach $. 64. 


“ ae U--kıUl ’_—k:snÜ U—k'U „. . 
pe G—elc Ä A®U__ elU—h?snU sne für k=sin!r, oder 
h? h* f 











7 — Fu sin cosy 
5 Um 2V/ U n 


Drückt man den periodischen Theil des Integrals U durch Z und «UL aus. 
so hat man die Ausdrücke 


Rn | p. ) 1—t? 21 
Um. V—-U—Langyy og, MyyT und U=2.V—_U— 5 vazrın“ 


Setzen wir, mit Beziehung auf die Ausdrücke der übrigen Integrale, noch 
amcU={D‘, so dafs 


7. tangd.tangd’—= yY?2, sind’= 
ist, so haben wir die Formel 


1 
8 UT= 12V — U— sind sind. 


coSp PO BRETT... .... SIEEE 
Yigg; OP FyT_ ing) 





Aufserdem ist noch 
Ycot? 
9, er 1 cot? 


losIy = as = u: 
\ sin? «p‘ 


1 
Anmerkung. Werden U und U nach Potenzen von = tang}® 

entwickelt, so erhalten wir 

7 ı $#° 1.3 1° 1.3.5 1" 1.3.5.7 ) 

I = deine > — na er: „Ten ne an 

F- 2 25 r24°0 54.613 72468 5; Tin 

7 „ft 3 tr cu er re 18.5.7,.9 1° 

U na uhren to). 
Da nicht nur U, sondern auch V aus den von Legendre für den Modul 
sin} berechneten Tafeln für jeden Werth von ® entnommen werden 
können, so ist die Anwendung dieser Reihen unnöthig. 


$S. 275. 
Nachdem nun die Anfangsgröfsen U und U in den Reihen (% hg 273.) 


ermittelt worden sind, lassen sich leicht die nachfolgenden Gröfsen U, U „U etc., 
welche als Coefficienten in den genannten Reihen vorkommen, ebenfalls 
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ermitteln. Man überzeugt sich leicht von der Richtigkeit der Relation 


| 2 2 / 2 
n.[-e1.) nad. Jay 2 andy 
’ J Y Go5"t?2ıy \ r u v ] Sos"—?2 Cin?y i | Gos" 2 " 


Setzt man hierin na=5, so erhält man 


De U— Sin?\V. Ve 





ren 2 
Seizt man n—=5, so hat man zz ; 1Sin?w. } SE So fortfahreud 
erhält man 
En m. 3 &in) ı 3 
= 3 Sin?W. GERPIT, 
u. 8. w. 
Da überhaupt 


2 1.5. 9....(4a—3) 2 

— YV Yaa— = 7 
J v V a2 3.7.11... Ge C und 

3.7.11... (4a —1) ct 


2 
BE v 
/ v \ Cost 2, 9.9.19....(4c +1)" 


an 











zu setzen ist, so verwandelt sich die obige allgemeine Relation in die 
beiden folgenden: 


























1 AB. .(da—1) 2. 2 
U=TL Tr dert) Sin2y.] Kurz 
2a 201 4,5 en 2 
wm Ü-3771...@a np ‚Ein?y. io Statt Ip 
Setzen wir nun zu noch mehrerer Abkürzung 
( 2 
d = | -Yg — 
Sin? v GEPIT 
Hmm Sin?v. RE ER 
Ag; au 
7 22 au. 
En -Y Gran 
3 
3 = ri 
Sin?y. Ys Br 
\ u. S. w., 
so ist überhaupt 
Be . I. 2 d 20 in) / 2 
= Sin? erszepr un = Sin2Y.y ggerzy’ 
und also 
er 20 3,711...) a 20 
a , 7 m _.1.9.9....(40 ) 
5.9.13....(4a-+1) vd 37.1..Ger 5 


Diesen Formeln gemäfs erhalten wir nun die folgenden einfachen Ausdrücke: 
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2 N} 
4 - 1 3 
U= U—4—}3.4, 
: n e 1 3 2:7 s) 
2. IU= U-43—2.4-72.4, 
a 1  ueirrohbg;rfygg 19 
= Ü—4—2.d4— —d— —— 4 
L U—d—4:4 5.9.4 5.9.13 ß 
u. S. W 
und 
f 3 1 2 
€ = U—1.4, 
U 
U= s 437.4, 
ee 
U= U—y.4 37.437117: 
9 L 245»: 459 ss 15913 >35 
— Fun ID Eh u er u —— . 
U=U-} 37.2-37n°77"371.15°°: 
\ u. Ss WW 
3 4 


> . 1 . .. 
Die Gröfsen 4, 4, 4, 4, 4 etc., welche in den Ausdrücken (2.) und (3.) 
vorkommen, lassen sich leicht unmittelbar aus den Amplituden ® und &’ 








a 2c0sp / 2 sin 
‘ ) = — man m m | 
berechnen. Da nämlich Sin? ing und V 35, A Yin, Ist, 
u TR 2c0Sp 
so ist d= noVli-ismrg)’ oder auch 
sin y' 1 am 2 1 R . 
41—=N. Fe also 4= 4.cos’V‘, 4 = 4cos’V u. s. w. oder 
En: N am  __ f2sing amı Pig Ber u, 
4. Z m = cd, A= er) cos’d, = 2 cos’ ® 


u. Ss. w. allgemein 





4 PER 2 sin’ ?r / 

dm ( ng). cos D‘. 
08 8-48 i 2 

Die Gröfsen 4, 4, 4, 4 etc. verschwinden für D=0O und für O =4r, 

und bilden im Uebrigen eine convergirende geometrische Progression. 


Anmerkung. Da 


2 1 sin"Ip.og 
J- Y } Go5" ew 4 V?r-t" V(l—%sin? p)” ’ 
so kann dieses Integral in eine nach Potenzen von sin® fortschreitende 
Reihe von der Form 


nz (sin"® + a. sin’! ® + bsin”?’® +...) cos® 


entwickelt werden, in welcher kein Coöfficient unendlich wird, wenn man 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXV, Heft 4 43 
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unendlich grofs nimmt. Eben deswegen ist aber Null die Grenze des In- 
tegrals, wenn rn unendlich grofs genommen wird. Hieraus folgt leicht, dafs 
sich die Gröfsen 
Li 2 3 * 
U, U, U,U,T ete. 


im Kortgange immer mehr der Grenze Null nähern. Setzen wir aber in 
2a 2cH+l 2a 2c+1 


den Formeln für U und Ü die Zeigezahl = x, also U=0 und Ü=0, 
so erhalten wir die Reihen 


7 ru. rn 3.7.11.15 ? 
-——— ä A BE immun, man 
\U= +35 d+E +35954Tt5 Q, Bir ?tre 


u. } ha 
7 1.43+r%° 1,159 5. 1.5.9.8 | 
L . EEFRr it’ + ir x Se ae II 


welche aber nur so lange gelten, als O< 47 ist. Ist ® auffallend kleiner 
als 47, so convergiren diese Reihen sehr rasch, und man wird dann U 
l 


und U mittelst derselben schneller berechnen, als man ihre Werthe aus 
den erwähnten Tafeln entnehmen kann, weil die in den beiden Reihen vor- 


kommenden Glieder sämmtlich ohnehin bei Anwendung der Formeln (2.) 
und (3.) berechnet werden müssen. 


$S. 276. 


Berechnung der Modular- Quadranten K und K’ nach Reihen, welche einen Potenzen- 
Fortschritt mit dem Grundfactor cos? haben. 


Setzen wir in den beiden Reihen (7. $. 273.) für Z(vfFu) und 
4v— u) die Amplitude = 47, so wird v=K und v=K‘ Da nun 


1 2 3 + 
ürrß®=147, J=4=4=4=...=( wird, so wird auch 
2 4 6 S 3 5 7 ) i 
U=- U-lU=- VU=.. = md UV ld U U =...=UV. 


Seizen wir nun Paz 

















i h 12.52.72 
BE FEN . b+) 
1. er 72,9 44 
ei. 76.8.1002, tt 
bei D at 32 0829 2,78 99 
= ago 2 Ei 4 
32,72 ,112 
Br FR: » ') 
\ + 


so haben wir zunächst die beiden Ausdrücke 


K-+-K)=S.U md 4K-kK)= D.U, 
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1 
in welchen aber auch noch U und U’ so zu bestimmen sind, dafs ® 
ist. Wenden wir die Bezeichnung $. 274. an, so haben wir jetzt 


v 


— 
/b 


[ 


— 
— 


1 
I = 1,85407 46775 01, und U=2V/—U— sin® sin®’ reducirt sich aul 
U—= 2G—I= 0,54721 30847 95; daher ist 


AK _ (1,854074677301....).8, 
2. . 
2. — (0,84721 30847 95....).D. 


Man kann auch die zweite Constante auf die erste / zurückführen. Da 
nämlich im Allgemeinen 


KE+KE—KK' = ir 


ist, so wird, wenn der Arcus $ des Moduls = 47 gesetzt wird, X= K’=1 


und E=E'=G; daher verwandelt sich die Gleichung nun in 2@.I—T 
—=4r. Es ist also 2@—I=}r . ; mithin haben wir 
K’—K y K—K D 
7 u — 1] Ber 
Di —= S./ und 5 =im.T: 
$. 277. 


Umordnung der vorigen Reihen zur Berechnung von « und v aus p = amu« = am’. 


Hai man die beiden Modularquadranten K und K’ nach den Formeln 
$. 276. berechnet, so lassen sich sehr leicht auch die Argumente « und ® 
berechnen, welche zu einer beliebigen andern Amplitude D = amu = am’ v 
gehören. 


Subtrahiren wir von der Summe S nach einander die ersten Glieder 
derselben Reihe S, und berechnen wir also 


S, peu Ss—1, 
Se Fi 
me 2.00. 
u “ y “ 2c 1?.5° +) 
I, 8 — 1 577 608 29 — ggg 608° 28, 
x 1? 1?.5? h 12.52.72? 
u ne Dun m a, ieh > EEE sPaB, 
Ss, = IS 1-5: WW N 50% 3.4.6.8.10.19 608 *° 


u. 8. w.; 
subtrahiren wir ebenso von der Summe D nach einander die ersten Glieder 
derselben Reihe D, und berechnen wir also 

43 ’* 











332 20. Gudermann, Theorie der Mod.- Funct. und der Mod.- Integr. 8. 277. 











D, = D—1cos?29, 
3° 
D = D—.ıcos? — 3.4. 6 608 29, 
- 32.73 ’ 
aha 9__ wi . 5 
3? 32.73 : 
— — 1 en 5 
D,=D cos29 — 57,6 C08 29 — 54.6.8710 ©08 29 
2 2 





2.4.6.8.10.12.14 
U. S. W. 


und substituiren wir in den Reihen (7. $. 273.) für U, U, U, U, Ü eic. 
die in $. 275. gefundenen Ausdrücke (2.) und (3.) dieser Gröfsen, so er- 
halten wir mit Anwendung der vorhin angegebenen Bezeichnung sofort die 
Reihen: 








1 a 2, 8,7 s 3.7.11 
v+Hu)=S. U—8,.4—3.9.4d— 25: S,. A 5.9.13 s. 8 on. 
RE sale 9 
— 59.18.17 8 Ia 
und 
2 4 1.5.9 6 1.5. 9.13 8 
a T 1 ee 2 ai 
@—u)=D.U—1D,.4 A d— 3557: Di. I 354715 Did, 


welchen gemäfs man aus 2 —= ama = am’v die Argumente u und v gleich- 
zeitig berechnen kann. Bei Anwendung dieser Reihen wird man die 
Werthe der Integrale 


Be A i 
1 Saar mi 9 = fooraiio 


1 
aus den Tafeln von ZLegendre entnehmen, woraus dann sofort U nach der 
Formel 


U= 2 — U— sin® sin®‘ 
Ss. 274. folgt. Die Gröfsen 4, 4, 3 ete. sind gemäls ($. 375.) 


2 sın p‘ , NG 2 2, 3 2; 
u 4= 4.008, 4= 4.000, A4= 4.cosd', etc. 
und die Amplituden D und ®‘ hängen der Formel tangP.tang$’ = 
semäls von einander ab. Die vorstehenden Reihen sind wegen des hohen 


Grades der Convergenz beachtungswerth. 


1 = 


Anmerkung. Setzt man 


(h _ k’) sin Y 


2(1+A)x am __ (A—r) d—Ar) 
do«—- dn‘v cos’ 


dFS)(AFR2)’ 





oder sin’® = 








zn 


— A+2)A+ir)’ 
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_  A-VAx)’ 2 —_ A+VA.r)? y von ua (YA)? 
ar ae N Ta 
AV)? 





k?— co’ = Sir’ so ist, wie Legendre gefunden und Jacobi im 


8Sten Bande dieses Journals pag. 415 berichtet hat, 


2 +4 0x 
(+4) = /y( 7 rerenen und 


OT Eh Vr.dof 
3(0— u) ar; E vid-er)d—atar)] 


Daher lassen sich diese beiden Integrale ebenfalls unmittelbar nach den 
vorhin entwickelten Reihen berechnen. Insofern die vorstehenden Relatio- 
nen nur specielle Formen von allgemeineren sind, welche von Jacob: an 
der vorhingenannten Stelle pag. 416 bekannt gemacht wurden, liegen sie 
schon jenseits der Grenzen dieses Werks. 














$. 278. 


Reihen zur Berechnung von el« und el’v aus =amu=am’v, welche nach 
Potenzen von cos29 entwickelt sind. 


29V 1+2.c0s209.1?+1*) 
4 (11°)? j 
nun wieder 2=e””, so erhalten wir, wenn wir den vorigen Ausdruck 
zuerst also darstellen: 


_ [9t Y2.V (&(t?++t7)+cos20) 
en =-/5- 1#,0: +17) 


Nach $. 271. ist elu = Setzen wir 








auf der Stelle die Formel 


_ [-I9y.V2. V (E82 y-+cos26) 
eu =/ 1+ 052 w 


Durch Entwicklung erhält man ein von Cos2$ unabhängiges Anfangsglied, 
welches m ala ®) =V ist. Die Reihe wird also, wenn wir 














2 
überhaupt f2= Zu y Gray > —= T, setzen, 
i. elu= V/+4T, cos? — 5, To 9— 50°. T',. cos? 29 
1.3.5 ö ar ,,', ; 
a2 ie 29-+ 54.6.8.10:7.. cos d—+.... 





Setzen wir wieder U= mr aay > 80 findet sich das Integral 


T, = U_V. 
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Setzen wir nun noch das Integral 


er Q 
I- “ \se+z, u br 
so findet sich die einfache Relation 
T. = ,—T.,_,- 
Die Integrale %, 4, &, &, Z, etc. sind in $. 274. und $. 275. gefunden 
worden, und hieraus lassen sich die Integrale 7T,, T;, T,, T, etc. be- 
rechnen. Man hat 





T,= U-V, 

T =t— UV, 

T, = —h + U— 

IT, =4—L+,—U+V, 

T, = u—t+,.— tt UV, 


u. Ss. W. 
Werden diese Werthe in der vorigen Reihe substituirt, so erhält V als 
Coöfficienten die Reihe 
1 1.3 1.3.5 
ec ‚) BT Ho FH T_ 608°? 
1— 400825 — 377 cos‘? 29— 54.5 C08 29 ee 2 
= vy(i1—cos?)). 
U erhält den Coefficienten 1—y(1—cos?%b); 
!, den Coöfficienten 1—4c0s293— y(1— cos2b); 
an 1 
t, den Coäfficienien 1— 4c0829— 575008’ 25—y (1—cos29); u. s. w;; 
daher ist mit Anwendung der Bezeichnung des $. 273. 
2. elu=V.y(1—cosb) + Ufi—y (1—cos25)] 
_ Un cos25—y (1—cos?29)] 


2 


+4 Ü|1— 460829 — 217 608° 29— Y(1—cos29)] 





2.4 
rw: 1 1.3 
;D Eupen. od 2654500829 y(1—cos26)] 
1.3 
. ER. 3 VE N? le ‚34 
+3>0]1 1c0s29 56082 = se os?’26 
1 N 


5743 az cos 2 y(1—cos26)| 


+ eic. 
Diese Reihe hat einen hohen Grad der Convergenz, und die Rechnung nach 
ir ist sehr bequem, zumal dann, wenn man das Argument % bereits nach 
den Formeln (7. $. 273.) und nach den Formeln $. 274. und $. 275. berechnet 
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1 > 


2 3 Ei 
bat, weil dann schon die sämmtlichen Coöfficienten V, U, U, U, U, U etc. 
bekannt geworden sind. 


Die in dieser Reihe vorkommenden eingeschlossenen F'actoren ver- 
treten nun die nach Potenzen von cos? fortschreitenden Reihen, durch 
deren Summation sie entstanden sind. 


il 2 3 
Die Rechnung läfst sich aber auch, wenn die Gröfsen U, U, U, U ete. 


























schon bei der Berechnung von « und v» aus D = amu = am‘v bekannt 
sind, auch nach der Reihe (1.) ausführen. Man hat dann 
—7, = V—UD, 
ı 
+4, =/—U+D, 
1 2 

—T, = V—-U+U—ıD, 

ie 1 2 3 
+5, = /—-U+UVU—ıU+3D, 

nun: L 2 3 1.5 „2 

ah 2 ı 1.54, 3.775 

r 1 . 3 1.5 3.772 1.5. 9 
— 1 — ae 3 ET dm Zn aD ET oe 

_ F—U+U—-I0 +30 370 +5,57 2.1’ 

m R 2 3 1.5 4 3.7 3 1.5. y _ 3 /.11 L 

l.= Vi — ee BE nn are ie) 7 En ce ee BE 
. er ü+U 174 24 3. +7,50 s7ntt3 9.130 

u. Ss. W. 

Werden diese Werthe benutzt, so hat man 

(elutelv 1, e 1.3.35 9 „u: 

92 — Fe ag T,.cos 20 — 54068 7,.C0s 29 
.3.8.7.9 . 
rn -.C0OS’ ? u TEL 
3. 3.4.6.8.10.12 45-008" 23 
"Ielu— el’v 1.3 1.3.5.7 ’ 
a _— [I 17 n 9 "a 3« 7 54 
5 ı T,.c0s28+ 57 77. cos a wr, T,. cos’ 29 
DATE Ina 

{ AD WR TE UT RE de aErTE 

Beachtet man, dafs en Bean nn FR nn SE cos(4 79) 


ist, so folgen aus der Reihe (2.) noch zwei andere, worin sich je zwei 
Glieder vereinigen lassen, nämlich: 
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+ 4Ü—} hyii- 2, cos’ 29 — cos(47—9)) 
3. 





1.5: 3.73 1 PEN WIENER PL . le 
+ (3,055 U)(1—5zc0s 29 2.4.6.8 608 9—cos(i7 9)) 

1.5.9% 3.7172 1 2. zer 
+ Ü— 5943 Ü)(t— 2.4008 %— 2.4.5,5608 a 


1.3.5.7.9 | ’ 
— 24.6.8.10.13 6089 — cos(}r ) 





+ .... und 











elu— el’v U_VYsin(! ß U ıl 9% . ß 
4.3 ze = (U—P )sin (47 —$8) + (U—4U)(4c0s%— sin (}7—9)) 
+ (Ü— n Ü) (4 cos29 + a cos’ d— sin 47 — )) 
3./ 5, 1:59 2 1.2 ’ 
En (25 ee un Ü) (4cos 23+ 34.6605 2 
.r ee x = cos’ 9 — sin (Ir — 9) 
3.7.1172 1.5.9.13 £ 1.3 
u N } 9) „3 
+ 37.11.15 U) (#00829+ 545 c0s 2 
%.3.8.7 . 1.3.5.7.9.11 > R 
” + 2.4.6. = j4 608° 9 — sin (}r—$)) 





+ 2010; 


welche Reihen einen hohen Grad der Convergenz haben. 
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$. 279. 


Umformung der Gleichung x = sn« in eine ähnliche mit einem andern Argumente 
und einem andern Modul durch eine Substitution des dritten Grades. 


si; 1 k)x . 
Seizi mıny= ke und 2=snu mit dem Modul % und ferner 


1+-5' 

Die höchste Potenz von ©, welche in dem rationalen Bruche y a 

Ta 

vorkommt, ist vom zweiten Grade, und aus diesem Grunde wird der gan- 

zen Substitution, eigentlich dem zu substituirenden Bruche. der zweite Grad 
zugeschrieben. 


y = snv mit dem Modul A, so ist bekanntlich v — (+Aluuudi= ay. 
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Kine Substitution dritten Grades bietet der Bruch 
_  A+Bx-+Cx2?+Da° 
= T+Bz+O0r+De: 
dar, und es fragt sich nun, ob durch £ solche Substitution die Gleichung 








u = /Y Terre ) 


in eine ähnliche 





, - [VIER x*) 
umgeformt werden könne, vorausgesetzt, dafs das Verhältnifs der Argu- 
mente % und ® constant sein soll und also in der Gleichung 
= U. U 

der Multiplicator u nur von dem Modul % oder A abhängt. Da der Glei- 
chung v = u.u gemäls für v=0 auch v=0 sein, ferner ® in —v über- 
gehen mufs, wenn —u statt u gesetzt wird, so mufs für 2=0 auch y—= 0 
werden und y in —y übergehen, wenn z in —x verwandelt wird. Diese 
Bedingungen werden befriedigt, wenn man setzt 

Am0,: C=0,  Bu0, D=O0. 
Der zu substituirende Bruch hat also die Form 


ax a ER 
I oder snv = u 


wenn man die EEE des Argumentes a auf den Modul A, uud 
die des Argumentes © auf den unbekannten Modul ‘ bezieht. 

Wir bezeichnen die den Moduln A und X = y(i—X’) zugehörigen 
Modularquadranten durch Z und L/, so wie wir die zu den Moduln % und % 
gehörigen Modularquadranten durch ÄK und K’ bezeichnen. Soll, wie bei der 


a.snutbsn® u 





Substitution zweiten Grades, » = L werden für v=K, so muls y= I 
werden für = 1: daher haben wir die Bedingung 

e+b __ DR 

ee I oder a+b—c—1= 0. 


Setzen wir bei der Substitution zweiten Grades u+tiK’ statt vw, also 


( ’ a ’ 
;z statt 2, so bleibt y ungeändert; eine audere Bewandtnifs hat es mit 
Dar A 





dem vorstehenden Werthe von y. Setzen wir da w-+:K’ statt v, also 


statt x, so verwandelt sich derselbe in 
b-++ak? x? 
ckhe+k3x3’ 
woraus wir schliefsen, dafs sich v in vo+24’ verwandelt (also yin . h; 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXV. Heft 4. 44 * 


f 
h x 
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wenn u? KR’ statt u gesetzt wird. Setzen wir aber 


ecekx-tk:x3 
Ay > m ne 
‘ b+ak? x? 





so ist 
ch k® 
ET, 
1+ zT a’ 
und damit dieser Bruch mit dem anfänglichen übereinstimme, mufs 
ck=uab\, K=b.1N, ak = be 
sein. Diese Gleichungen gelten nur soviel als zwei, weil aus zweien von 


x?’ 





ihnen die dritte folgt. Die ermittelten Bedingungsgleichungen reichen also 
zur Bestimmung der Gröfsen @, d, e und X noch nicht hin. 
Aus den vorigen Foormelu leiten wir aber noch her 


(ty = IH aer+brr) 


I+(a+b — 1)? ı 


yo mU+rt—a)r+br?) 
Br; si I+(a+b—1).r? ’ 


Fey (i+kx)(k?x?— (l—a) kx-+-b) 














b+ulk? x: , 
En Ad—ka)(h?2?+(l—a)kr+b) 
b+ak? x? ‚ 


und diese Ausdrücke müssen der Gleichung 
OYy Bi 08 
vVÜürr)aydtr)ap) — MIraHrSDA-nArke) Re) 
Genüge leisten, also auch der Gleichung 
oy ./ A+r) !—r)(I+Ay) d—Ay) 
dr N ÜEDUIDUEhe tie)‘ 











ef 
Da nun a, ein rationaler Bruch ist, so mufls auch der Ausdruck 
Mh 
auf der rechten Seite rational sein, und diese Bedingung wird erfüllt, wenn 
I—(I—a)c»+bax’ ein vollkommenes Quadrat ist. Setzen wir aber 








a——l= a wid db=«, 
so ist 
a = 1+2u, 
Bea, 
= A 
24 2 — *(e+2 gr — He’ le) 
de "= "Fe, 2 2a+1 
12 («+2)°.« 1 lei t—a)?.(li+uo) 





\ ; (1++20)3 


(a +1) 
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Ferner haben wir nun 
(1+20)snu ta? sn® u 
1+(@a? +2a)sn?u 
(A+sn«).(I+asnı)? 
l 
g I 1+(a?+2«)sn? u 
u De (4—snu) d—asn u)? 


1+(@?+20)sn? u 
\1+ ae (l+-ksnu). ).(«+-hksnu)? 


2 BED == 

















a? + ( 2a +1) k?sn?u ’ 


A—ksnu)(«— kann)? 

«a? +(2« +1) h? sn? u 
enu.(1— a? sn? «) 
1+(«?’+2a)sn? u ’ 
dnu.(a®—h?sn?u) __ du 1+2a0 — (a? +2«)sn? u 
a? +(2a+1)krsnu 2a +1" 1+(0?2+2e)sn? 
Die Formeln für envo und dn® lassen sich auch also darstellen: 

a Ad4—e?)enu«—+ a? en’ u 
gi“ (« +1)? — (a? +20)en? u ' 
?. : 
ONE dn®’ua— (l—a?)duu 
(@ +1)? — (2# +1) dn? u" 





1 Asnv® —= 





D. ent = 





b. dn® m 








Enndlich hat man noch 
8. ine = tn. Sr ertadente (bi 2) me (ia)? in? « 
1— a? sn? u 1+(1— a?) tn? u 
Differentiirt man die Kormel (2.), so erhält man 


22 +1—2(@a’-+a? +e) sn? “te? (a+2) sn“ 
(i+(e: F2o)nu “‚enu dnu.ou, 











env.dnv.ov = 


und da auch 
env.dnv = 20+1- (a! a? +e)sn’uta?(a+2)sntu en«.dnu 
| (i+(@? +2a)sn? u)?  Ra+1 
ist. so erhalten wir 99» = (?«a-+1).du, mithin 
9. v= (la-+l).u 
Der constante Multiplicator u ist hiernach = 2«+1. Aus den Formeln 
(2.) und (5.) leiten wir her: 








2 1 1 ) 
snıe+snu = an en — und 


2enu.(1-+e«sn? «) 


1+(e@? +20) sn? u’ 





env-tenu = 





daher haben wir endlich 


snv-Lenu _ ah) ang (** vtam ErE = 
envtenu (@a+1).inu, oder tang 5. = (a+1l)inu, 
44% 
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mithin 
10. amo = — amau + ?2arctang((u+1)ine). 
Hieraus folgt nun, dafs, wenn « positiv ist o>u und auch amv >amau sei. 
1 2 . .. 7 . . 
Da = we ; und, den Ausdrücken für %” und X’ gemäfs, die absolute 
v 144 & 


Gröfse von «<1 sein mufs, so it «+2 >«+2u, mithin ist 
A>k, also N<K. 


$. 280. 


Aus den Formeln (1. $. 279.) erhält man 
(Ki) u ck re 
vV (kN) -- 2a+i und v(k A‘) — dat . 
und die Addition giebt nun die von & unabhängige Gleichung 
1. YaN+VYKN) =1, 
nach welcher Gleichung man aus einem der beiden Moduln den andern zu 
berechnen hat. 





Seizit man k= sin# und A= sind‘, so ist 
v (sind. sind‘) + y (cos d.cos#) = 1, 
und diese Gleichung läfst sich umformen in 
sin28.sin29 = 4.sin!4(W—$). 
Hiernach läfst sich aus einem der Winkel 9 und 9° ziemlich schnell der 
andere berechnen. 
Ferner findet man 


1 
k3 /A3 vr a2 
\z=ı und Yz > Jati' 


4 
n u 143 
Wird nun der Gleichmäfsigkeit wegen YT = u’ gesetzt, so ist 





@-+-2 
an. 
3 
By ız 4 % / — ER 
Hieraus folgt 2u’—1 =... , oder auch 


u —1) (a +1) = 3, 
und werden die Werthe für & und «’ substituirt, so hat man 


> ORED-)= 


1— «a 
@+1?’ un 


Man findet auch —1 = 5 d es können mithin die Moduln auch 
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also ausgedrückt werden: 
E = a’.ua‘, k"—= (“+1).(d—1), 
1 u.a, X” = (W—1).(u +1). 
Hieraus folgt noch 


/ 213 
-—— —=1+o und Ye = a—1, 


und dad Ra +H1)Q@wW—1)=3 oder (!(a +1) —1) (a —1) +1) = 3 ist. 
so haben wir auch noch 


. EI )RID+) = 5 


Ferner hat man die beiden Gleichungen 


- k’3 / k3 2 23 E 7/3 
d. Y ey T; zT eir)7F: 


4 4 
Seizt man YA=m und YA=n, so verwandelt sich die Gleichung (3.) 


. 2m? 2n? ’ i 
In (: 2 +1) = —1) =3 oder n"— m! +-2m’n—?Imn=0. Sieht man 


m als bekanut und rn als unbekannt an, so ist die Gleichung vom vierten 
Grade in Ansehung von n. 
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Die ergänzende Substitution dritten Grades. 


Ein Blick auf die vorstehenden Modulargleichungen lehrt, dafs sie 
ungeändert bleiben, wenn man gleichzeitig % mit A’ und A’ mit X vertauscht. 
Dabei vertauscht man & mit «—1 oder « mit «+1. 

Setzen wir nun aufserdem v statt © und #’ statt v, so verwandelt sich 
(i+2ec)tnu+(l+e)?tn?u _ : 

1-H (1— a?) tn? u IE-FOR 
a wi (2a’—1)tn'v—+ a’? tn‘? v 
uber 1-+-(2u#’— a@'?) tn‘? v und 
Da aber v = (la -+1)u ist, so ist u = (?a—1)(?a+1)u, oder auch 
u = 3u, und also 





die Formel in» = 


ve = (la+t1l)u inw = (!wW—1)v. 





in’3u = a ee 
und in dieser Formel beziehen sich die Modularfunetionen des Argumentes 
»v auf den Modul X’, so wie in’3% auf den Modul %. Setzen wir nun w: 
statt # und v2 statt v, so bleibt die Gleichung v = (?!«+1)u ungeändert. 
und die vorige Gleichung verwandelt sich sofort in 
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f u Sa ai (2u’— 1)sne—u "sn’v 
f . 1—(2@’— a'?)sn?v 

und hierin bezieht sich wieder sn® auf den Modul A und sn3% oder su’ 

auf den Modul 4. 

Diese Substitution, wodurch man vom Modul A auf den Modul X 
zurückkommt, und welche insofern als die umgekehrte der vorigen anzu- 
sehen ist, ist ebenfalls vom dritten Grade. Elimivirt man aus der Glei- 
chung (2.) $. 279. und aus der vorigen snv, so erhält man sn3u durch 
Potenzen von suw ausgedrückt. Daher ist die eine Substitution eine Er- 


gänzung der anderen zur Verdreifachung des Arguments. 





Man leitet aus der vorigen Formel noch her: 









































2 A sn) Ita’ snv)? (1+-sne) I— a’snv): 
2. I1+sn3W = Zu ah : I—sn53u = me ce. 
d—(t 2’ — a ?)gn? v° 1— (2«@'’— «’?)sn? v 
Ferner ist 
ee 2e—l)snv— a” sn?v __ (2a’—a'?)Asno— 23 sn?v 
— « 7 1— (2e'— 0’?)sn? v «'?— (2@’—1)4? sn? v 
und hieraus folgt 
| 1—/snv)(@+4snv)? ’ 1+4 sn 0)(@’— sn)? 
3. 1+-Asm3u = Bart rm: 1—ksn3u— | + k e: 
& (2@’—1)A? an? v a@'?— (2@'’—1)A? sn? v 
Kerner ist 
ii nl env. (mat sn?v) __ (l—a’?)env—+a’?en®v 
RT in (“—1)?+(20’— w?2)en?v 
4 ne dnv.(a?—4?sn?vV) __ dn®v—+(a’?—1)dnv 
4 a2 — (20'—1)A?sn?v (al) 24 (20 —1)dn?v ? 
tn3u (2 a—l)tnv —(a’—1)? tn? v 
Ju —— —, 
I— (a? — 1)tn?v 





Aus den vorstehenden Formeln leitet man noch her: 


sn3u —sn v 


a nn SE 2 uni f / 1 N 
= (a’'—t)tne 
vr ‘ ) ‚ oder auch 


3. am3u —= amd + ?arctang((a’—1)tne). 


a (2« 1) sn: 3 
Zusatz. Aus den Gleichungen sn» = 2o Tl) sau-Ea? an “ und 
A+tlat 2a) sn? 
ee 


an’ 3u = —— Fe’ folgt, dfs v=L fü v=K und 


)sn‘?v 








u=K fürv—=L/ ist. Da nun immer v = (2a +1)u ist, so ist 
L= (la+1).K wd L' = 42a -+1).K, 


und hieraus folgt noch durch die Division 
L Man ' 
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$. 282. 


Umformung der Gleichung #=sn« in eine ähnliche durch eine Substitution 
fünften Grades. 


ax +cer’+er 
Die Substitution fünften Grades hat die Form y=- 1423 er ;° 


Setzt man hierin —- statt = und gleichzeitig 17 statt y, so erhält man 


ha 
no dka+bk® 23 +15.05 
alas e+ch?x?+aht x: ’ 


und soll dieser Ausdruck mit dem vorigen zusammenfallen, so mufs 


ki (d,.0 lh 3 ce k° r n b e de 
he ee ee m 


E. Por c a 





1. 


sein. Aus demselben Grunde wie bei der Substitution dritten Grades setzen 
wir nun 





._— A+e)i+erxr + fx?) 
Krot er 1t+d2?:+dıt 
Hieraus folgt rück wärts 
1420) +(@?+28+2@—5)a2 + (024284 2uß) 204 (P+2aß—d) nr + 8° 2° 








Au 1+br t+da® 

und auch dieser Ausdruck stimmt mit dem vorigen überein, wenn 
a—= 1-+2u, 
b= a@+2P+2a = (+++ 2a), 


2. e = «+2P+2ad = (HB) HPBI+ 2“), 
d= +2aß = P(ß-+?2u), 
e = ß? 
sesetzt wird. Beziehen wir nun die Modular -Functionen des Arguments « 
wieder auf den Modul % und die des Arguments » auf den Modul A, so 
haben wir, e=snu und y= snv seizend, 


(A+2«e)snu—+(e?+2 2?+2uP) sn? u? sn’ u 
I+(0?+2%+2e)sn?u+P(#+2e)sutu 





S sn® — 





Hieraus folgt 
+ sıv (I+snu)(i+asnu+ Pen? u? 


1+(0? +23 +20)sn2u+ (9? +20ß)sn® u ' 














” "RNIT _ ad—snu(l—asnutfdsntu? 
—A1+(@?+29+2«)sn?u+ (8? +2uPß)snt u ’ 
Dh A+ksuu)(d+eksne+k?sn? uw)? 
. \i+ rn — FAl+(e? FB + 2e)on2 ut(Be +2ap)sneu) 


(1— ksnu) (d— ahsnu--k? sn? w)? 








—asnv = 


?(1+(@? +23+ 20) sn?u+(? +2ap)sntu 
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Hieraus erhalten wir nun leicht 
(ne = gr liet na nmutptmen 


1+(0?+2% +20) sn? ut ( ?+2« 8) sn* u’ 
_ dnu(d? — (a? —2P)k? sn? u+ kt sntu) 


B?(1+(@?+2%+2«) sn?u+ (3?+2« S)snt u) ' 





6. 





(dnv — 


Eudlich findet man 


= (i+2«)tne+((ite)t+a+25)+2« +1) tn? «+++ P)’tndu 


? (nv = nu 


1+(2+2/ — a?)tin?u+(($ +1)? — a?) tnt u " 


Differentiiren wir die Formel (3.), so erhalten wir 








cnv.dnv.dv —= 


a+ (3e— ab) sn? u + (be — 3ad+ Se) sn* u+(3be — ed)sn® u+desn® u 
(1+bsn?u+d snt u)? 


Werden die Zu Ausdrücke für en®v und dnv substituirt, so erhält man 
“+(3be— ced)sn® 2 nm sn® u 


G-(e: 2 8)on «fd? snt u) (1- («: — 2). m sn? 4 ont 1) 


Dieser Bruch reducirt sich aber, wenn für a, db, c, d, e, A? und 4* ihre 

















‚enu dn«w.ou. 





sE 





cu 


e 


r . . OV ° 
Werthe substituirt werden, auf 3,>=«a=1+2u, und hieraus folgt 


8. v= (1+2o).u. 


$. 283. 


be 
Nach $. 282. ist = — und = = ,‚ also ist 


C+2ap)@ +B+2a+B = (a+Pß)@ +B+L+2ap). 
Diese Gleichung reducirt sich zunächst auf 
HP" = Rla+ß)e+?up). 
Durch weitere Entwicklung finden wir 
2B(I+a+Lß) = 
Hiernach kann ß aus « berechnet werden, und durch wirkliche Auflösung 
erhalten wir 
22 + +1 = yll+a)(1+20)) = v(l+o)”’+ 20). 
Be N PER IDFE  -ei 62 hl 





sit —-= Dies sdrück 
Ks ıst A . a t25H2up I+2« ese Ausdrücke 
köunen noch in anderen Formen dargestellt nom. Es ist 

a? + 5 WEIEE I im 5+?2 aß 


2a + rt} 
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Subtrahirt man auf beiden Seiten Eins, so hat man 
Tan also 6—2_ 2atß _ e’+ß _ 02+ß 2«a+f 


24th a2+ß’ 2a a+# —3+2 «ß aaa BA+2«) 
Hiernach erhält man k* = Pf. ( 38 =—) oder auch 

a _ P(e—2) 

E =  y zumal 
Es ist nun 2ß=yl((i+a)(1+20))—1—o, also 


2p—a = V(l+2a)(Y(l+a)—y(1+ 20)). 
folglich ist 














RR: «e—2 (V((+u?) )A+2e))— (1+0))? 
— 4vVY(i1+2u)' Vitae?) —VAiHr2e). 
i sub V(d+a?)+V(14+2«) al, | Fo 
und da VIrN)-VaRJ)” (02) ist, so redueirt sich 


der Ausdruck nach einigen leichten Reductionen auf 


2 = 1 (i+a—a) yırs“. 





142,‘ 

Setzt man k= sind, so ist cos?2# = 1— 2A”, und also 
| 1. cos?d = (1 +a—a) yırs.- 

folglich Sie /( s ie). 

Setzt man nun noch = so ist 


2. Ad+F2a) 1#?2u) = 5 und 
3. sin25 = y (aa). 














2 
; 1+- — 
u »__d __ B(d-+2o) ss ne ß ’ 
Es ıst u Ten also %k ifo’ folglich: 
(2). 
2X. me 2 iF2e 

; - —_ Y(A+e)1+20))+e+1 ;. _ 
a FT Veh FR) a AR 


hält ei wenn dieser Werth und der vorhin für 2A? gefundene substituirt 
wird, nach einigen Reductionen, 
u 1—11a— a? /1+o? 
2X = 1— -, 

(1-+2«)? 1+2« 


Wird nun X = sind‘, also X’ = cos#’ gesetzt, so hat man 








cos2h‘ = (1 —11a—a}) um 


A+2a) ' 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd.XXV. Heft 4. 45 
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Aber aus der Gleichung (1+?2«)(?«’+1)=5 zieht man = Een ; ferner 
1—11a—e? Er ae a ie" 14a’? 
zu (1+u'—ıa”) und ee 

daher ist 

‘ f ı? 1 I /1 
cos — — (1+u'—a Yyır ae L oder eos 247 —9) = (1+u'— ars _. 


Iheraus sieht man, dafs u. I mit 4m —d', also k mit N’ und k' mit N 
vertauscht, wenn « mit a’ vertauscht wird. 


’. . p / r 2 — Pig 
Wir erhalten noch sin 29 = ) (u. ar) oder 


4. sin?” =y(a”.a), und da sin?d = yY(w.«a‘) 
ist, so können aus den beiden durch die Gleichung (I+ 2a) 1+ 2a) =5 
verbundenen Constanten & und & beide Moduln 9 und 9° berechnet werden. 


Man findet auch rückwärts 
12 12 


= Wine) ud «= ee) 


und hat also die Modular-Gleichung 


(14229) (1 ayer2e) =, 


sin20 





welche zur Berechnung des einen Moduls aus dem anderen dienen kann. 
Wir stellen die Modular-Gleichung in noch anderen Formen dar. Es 





sei wieder Yk —= m und ya\ = 9, 
ı? 5-+2« a —2 a R“ 
so ist e ; = ,= en ade also rück wärts 
Rn 2m? +2 ßn? 
mn? 
2 ri k> m?! m’ Ä . a 
Fener te=f=-, =, , also = ——- und Pn’—= nm’, mithin ist 
NEEER. 2m? +2nm® __ 2m? (1-+nm?) 
r m®In? °  m?tn? 
Ferner folgt aus der obigen Gleichung 
2a j mn? — mn 4 — m‘ 
mt m ‚gi öde 20 1—m „= nn i—mn®' 
Werden die beiden Werthe von « identificirt, so erhält man die Gleichung 
6. Wa —m’+4mn’ +5m nm — 5n’m—4mn = VO. 


Da mn’ — m’ = (n* + nm? + m?) (n”— m?) ist, so läfst sich die vorige Glei- 
chung auch also darstellen: 
(n? — m?) (n* +6m’n? + m’) = 4mn(L— mn‘). 
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Verbindet man hiermit die Identität 
(n? -— m’) .Amn(n’+-m’) = 4mn(n'— m‘) 
durch Addition und Subiraction, so erhält man die Gleichungen 
(n"—ım’)n—+ m) = 4mn(1-+n?) (I—ın'), 
(n"—m’)(n—m) = 4mn(iI—n*)(1-+ m’). 
Hieraus erhält man durch die Division 


("=") — ee ans 
nt 7 1+nt'1—m“ 
2. (MzyaN — 1m 14 
(rn) ifi Ik 
Die Muitiplication giebt aber 
(n’— m’)? (n’—m?)* = 16m’ n’(1—n’)(1—m) oder 
(n’— m?)” = 16m’ n’ 1I—n’)1—m°), also (YA—y k)"—=16y (kh).k"r”. 
oder 8. (va—ykY=4rKycki). 
Da man A mit A’ und gleichzeitig A’ mit A vertauschen darf, so ist auch 
noch (YA—yAY” =4krN vr), und dividirt man die vorige Gleichung 
hierdurch, so hat man 
L iv ) nie ß j 
Ve—v./ T Y\ha 
Va—Vk _ fh 
vv» — Im ° 
$. 284. 


Die ergänzende Substitution fünften Grades. 


oder auch 





3 
) oder auch 


Es ist schon $. 283. gezeigt worden, dafs man in den vorstehen- 
den, sich auf die Substitution fünften Grades beziehenden Formeln, ohne 
die Modulargleichung zu ändern, « statt « setzen darf, wodurch k mit A‘ 
und A’ mit A vertauscht wird. Werden aber die beiden durch die Glei- 
ehung (1+2a)(1+20‘) =5 verbundenen Gröfsen mit einander vertauscht. 
wodurch sich ß in ß’ verwandelt, so ist 
1. 2Pı+a+ß) = a" oder 2P+a + = Y(li+a%)(1+ 20). 
Setzen wir nun v statt u, wodurch ® in «‘ übergehen mag, so verwandelt 
sich die Gleichung v® = (1+2u)u in w = (1+2«‘)v; daher ist u — 
A1+2u) (1+2u)u, oder uw = Ju. 

Hiernach verwandelt sich die Gleichung (3.) $. 282. ın 

2, BB (14+2«‘)sn’v+ (a +29'+ 20’ P’)sn” v+P’’sn’v 

I+(@’?4238’+2 0°) sn’? u+ (9'°-+20' B')sn‘*v 


45% 
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wenn man sn’v auf den Modul A‘, so wie sn’5«% auf den Modul %’ bezieht. 
Dieser Gleichung gemäfls ist für vo=L’‘ auch sn’ 5u=1 oder 5u=K'., 
und da immer » = (1+?2«).% ist, so ist 
3. L' = }(1+2u).K. 
Der Gleichung (3.) $. 282. or. ist aber für v=K,v=L, und also 
4. — (1+2u0).K. 
Wird diese Gleichung durch z vorige dividirt, so erhält man noch 
w—IBn+ı & 
I. m =9I: 
und dieser Gleichung gemäfs ist der Modul A merklich gröfser als der 
Modul A. 
Auf ähnliche Weise wie die Gleichung (2.) hergeleitet wurde, findet 


man 

(1-2 u’) tn’ v- +((1-+0‘) a )+2«’-+1) tn‘®o + (1+0’+ß')? tn‘®v 
I+(2 +28 — @'?) tn’? 0+ ((#/ +1)? —a'?) into 

Setzt man in dieser Formel gleichzeitig v? statt v und w2 statt v, so bleibt 

die Gleichung v = (1+2u)a ungeändert und man erhält 


ORDER kai sn» — (+) (l+a’+2P)+2e+l)en?v+A+a+B)? nv 
BE Pen: 1— (2+29°’— «’?) su? o+(( 341)? —a'?)sn*v 
Eliminirt man hieraus mittelst der Formel (3.) $. 282. die Function snv, 


so erhält man sn5u durch sn ausgedrückt; daher ergänzen sich die beiden 





tn’5u = 











in Rede stehenden Substitutionen zur Verfünffachung des Arguments. 
Führt mau in die Formel (6.) eine Gröfse ß, statt ’ ein, indem 


—V( I+«‘?)( (1 Dr Wrrkkbar). oder 2’ = — 3, — (1+.u/) setzt, 


man 8, = 


so erhält man 
7. 0050 Arno + (a? +2P,h2hr aan Bion®o 
1+( «2428, +2e')sn?o+ (A? +20',)snto 
Vergleicht man diese Formel mit der Formel (3.) $. 282., so zeigt sich 
eine merkwürdige Uebereinstimmung und das einfache Gesetz, dals in den 
Formeln (3. bis 7.) « statt a, ß statt ß,, A statt A, X statt k, v statt u 


und 5% statt © gesetzt werden mufs und dafs sie sich dadurch sämmtlich in 





die sich auf die ergänzende Substitution beziehenden Formeln verwandeln. 
Zusatz. Aus den Formeln (3. und 6.) für sn» und env $. 282. 
leiten wir noch her: 


snv = | | & sn en“ 4l- atnu 
envo+tene — I+la+ö)snu AH +a+P)tn?u 


Diese Gleichung läfst sich umformen in 
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atn“ ) 
1+(1+«-+P)tn?u/’ 
und hierin ist 1H«+ß = uehY Krb tEEte) 


amo = amu + ?arctang ( 





Nach dem kurz vorher nachgewiesenen Gesetze findet man nun noch 





amöu = amv + ?2arc lang (er na,) ) 
71 v 
und hierin ist IH +ß, = ‚2.2, £ 6 ze) 


Allgemeine Umformung der Gleichung z = snu in eine ähn- 
liche durch eine Substitution nten Grades, wenn n eine 
ungerade Zahl ist. 


$. 285. 
Es sei, mit Beziehung auf den Modul Ak, wozu der Quadrant A und 

als conjugirter Quadrant K’ gehören mag, 
2aK+2biK 


WW = £ “ 
N 





Ferner sei n eine ungerade ganze Zahl, « und 5 hingegen seien ebenfalls 
ganze Zahlen, nur mit der Einschränkung, dafs wenigstens die eine dieser 
beiden Zahlen keinen Factor mit n gemein habe, welcher gröfser als Eins 
wäre. Bilden wir nun das Product 

1I—y = 9 (1— saw) (1—sn(u + ?o)) (l— sn(a + 4w)) I—sn(u+06w)).- 

...(1—sn(u+2 (rn — 1)w)), 

welches aus 2 binomischen Factoren besteht, so hat dasselbe die Kigen- 
schaft, dafs sein Werth nicht geändert wird, wenn man das Argument « in 
ihm um 2w vermehrt. Abgesehen von dem constanten Factor y, dessen 
Werth wir noch näher bestimmen werden, verwandelt sich jeder Factor 
in den nächst folgenden, wenn #+?2w statt « gesetzt wird, und der 
letzte Factor verwandelt sich wieder in den ersten, da sn(@«+ ?2nw) = 
sn(u+4aK+4biK‘) =snu, also auch 1—sn(u+ ?Inw) = I— sn ist. 
Setzt man in der Gleichung sn(u + ?Inw) = snu, u— ?ßw statt u, so 
verwandelt sie sich in 

sn (u +?2aw) = sn (u—2ßw), fü a+ß=n. 


Hiernach kann das vorige Product auch also dargestellt werden: 
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(1— sn (u+2w)) (1— sn (u+4w)) (1— sn (u+6w)) ... 


a ... (1— sn (u+ (n—1)w)) 
ne ing: ‘ 1— sn (u—2w)) (1— sn (u—4w)) (1— sn (uU—6w))... 
| ... (1— sn (u— (n—1)w)) 


— 2 
Da nach $. 36. (1—sn(u +20) 1 —sn(a —2u)) = (M2® dn2».sn «) 


1— k?sn? 2».sn? « 
.. (1 sn u ) 
rn ern 
snc?2o 


— —— — ist, so erhalten wir, wenn wir zur Abkürzung 
1— k?sn?2w.sn?« 








p= ( sn?w. sn4w. sn6w.... su(n—1)w), 
p' = (snc?w.snc4w.snc6hw....sne(n—1)w), 
' g = ( en?w. en4w. enbw.... en(n—1)w), 
g’ = (cuc?w.enc4w.cenc6w....cene(n—1)w)‘, 
r = ( dn?w. dn4w. dn6w.... dn(n—1)w), 
r' = (dnc?w.dnc4w.dnc6w.... dne(n—1)w)? 


setzen, woraus leicht 
kKir—1 


2. p I, da KT, E und = rs 


folgt, die Umformung 
ie en Be )Y 
1—y = yg.(i— snu) — snc2@ snc4w) sne(n —1)0/ 


’(1—h? sn? 2w.sn? u)(1—k?sn?4w.sn? tt)... (1—hk? sn? (n-1)w.sn? u)" 











Wir bestimmen nun den Factor g so, dafs v=0 für y=0 wird. Setzen 
wir aber v=0, so erhalten wir I—y= 99; also mufs yy=1 sein, 
1 
wenn y=0Ö sein soll. Hieraus folgt y = = und also 
6? 
3. 1—y = (l—r).7—;; 
. ( J D.D' , 

wenn wir zur Abkürzung setzen: 


2 > BR, 


h x x x x 
vo. (! snc a | I ne - 1-- nn 2.8 (1 snc jan Ze . 


.. = (14 en (1 sr) (1 1285) en (14 Snc ©) 











D = (1—ksn?w.x) (1—k sn4w.2©)(1— ksn6w.2)....(1—ksn(n -1)w.r), 
D=(I+%k sn !w.2)(1+Asndw.x)(1+ ksn6w.2)....(1+ ksn(n—1)w.r). 
Kür die Werthe x = sncw, snc4w, snc6w, .... ner —1)o wird C = 
also 1—y=0, folglich y=+1, und fü =1 wird y=1. 
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._ U-n)0 DD'’— (1— x) €: 
Aus dem Ausdrucke 1—y = —y - flgt y= — gy 


Da nun DD’ von der (n—I)ien Ordnung, hingegen (lI— x).C” von der 
nten Ordnung ist, so ist der Zähler des Ausdrucks von y eine rationale 
ganze Function von x von der nten Ordnung. Da fener y=oO für 
=snu, —=0 ist und y seinen Werth nicht ändert, wenn das Argument « 
beliebig oft um 2w vermehrt wird, so befriedigen die Werthe = = 0), 
z=sn?w, c=sn4w, me=6bw, .... 2=su?(n—1)w die Gleichung 
DD’—1—r)Ü’=0. 
Jene Werthe sind sämmtlich verschieden von einander und ihre Anzahl n 
stimmt mit dem Grade der vorstehenden Gleichung überein. Daher ist 


. ö 
DD) =4.lt- Et - )-E,).(-.) 
( ) 4 sn? wo sn 4 w sn 6 @ sn2(n—1L)w/’ 
wenn u einen noch näher zu bestimmenden constanten Factor bezeichnet. 
Da sn?2aw = —sn?ßw ist für @ —=n, so haben wir auch 
> 


D-1-)0t 
(1 ze r]6, ee 4 


= ur (1— ——) I): ... (1— Sara 


(1 35%) (1  sn?4 lt == 6 AR .(1- sn? (  } nn) 


1. y=pe. (1—k? sn? 2w. x?)(1—h? sn? 40..?)(1—k? sn? 6w. ‚x?).. „(1—h2 sn? (n—1)w..u 
Setzt man in diesem Ausdrucke — x statt x, so sieht man, dafs sich da- 
durch y ın —y verwandelt. | 

Da (n—1)w=N2akK+2b:iK— uw, (n—?)w = 2aK+2biK’— Nu 
u. S. w. ist, so ist 
sn (n-1)w=(-1)".snw, sn(n-3)w=(-1).sn3w, sn(n-)w=(-1)‘.sndw u. Ss. W., 





und also 





also 

sn’(n-N)w=sn’w, sn’ (n-3)w=sı’3w, sn’ (n-I)w=sn’5w u.s. W. 
Auf ähuliche Art findet man 

en’ (n-1)w=cen’w, en’ (n-3)w=cen’3w, en’ (R-I)w=cnI)w u.S. w., und 

dn’(n-1)w=dn’w, dn?(n-3)w = dn?’3w, dn’(n-5)w=dı?5w u. s. w. 


Hiernach kann die Formel (1.) auch also Pen werden: 


sn? (1 ll! a . er) 














2. y=uı. 


(1—k? sn? @.x?(L—R? sn? 20.2? )(1—h? sn? 30.02)... (I—k? sn? 4(n-1)w..r?)' 
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Kerner hat man auch 


p= ( saw. sn?w. Sn3w .... sn4(n—1)w), 
p' = (sncw.sne2w.snc3w ....snc4(n—1)w)", 
yg = (cenw. en?w. Cn3Ww.... cn4(n—1)w), 
. | g = (enew.enc?w. enc3w .... enc4(R —1)w)), 


? ( dnaw. du2w. dn3w.... da(n—1)w), 

| r = (ducw.duc?w .dnc3w....dnc4(R —1)w). 
Die Constante u läfst sich dadurch bestimmen, dafs man = 1 setzt, 

wodurch nach 8. 285. auch y=1 wird. Hiernach erhält man 








u ae ann) 7 — (—1)?”® Re also 
—— Ihe\ J "p.r «Ws p 9 
, = Ian, P — (10-0 ( snow. sn2o. sn3w.... en 
u Su ) we "\snew.snc2 ».sncC3 © ....snc(n—1)w 


Da sich y in —y verwandelt, wenn — x statt z gesetzt wird, so 
verwandelt sich die Formel 


- 0? . Ü'2 
OD. 1—Yy Geis d—2).5p 1Il l+y Zee A+2.5p 


So wie ferner 
I-y =, (sn) (I—sn(u+20)) 1— sn(u+40)) I—sn(u+64))... 
..(4—sn(u+?(n —1)w)) ist, so ist auch 
I+y= (Ii+sna) (1+ sn (u +?2w)) (I+ sn (u+4w)) d+ sn (u+6w)) ... 
...(I+ sn (u+?(n—1)w)). 


Es ist y=0 für 2=0, +snw, +sn2w, +sn3w, +sn4w,.... +sn4(n-1)w. 


6. 


$. 287. 


Wir stellen die Formel (1.) $. 286. noch in einer audern Gestalt 
dar. Es ist zunächst 











\ainn M sn? « — sn? 2w sn? u— sn? 4w 
y = (HT. — ,s0%. —;— rn" — oo... 
p 1— k?sn?2w.sn?« 1—k?sn?4w.sn? u 
sn? u — sn? (n — 1) w 
"7 4— krsn?(n—1)w.sn?u " 
(Ar), Bi; j 
Da nun —— ER = 2 ist. so haben wir 


ul u da Rare 
1. ... 8n(uU + (Rn — 1)w)sn(u—(n—1)w) oder auch 
ri sn u.sn (u + 2w)sn (u +4w)sn(u+6w)....sn(u +2 (n—1)w). 





p’ 
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Die Kormel (2.) $. 286. läfst sich ganz ebenso in 

y- n sn u sn (U w) sn (u— w)sn (uU 2w) sn (u—Iw) sn (ut3w)sn (u— Io)... 
sn (uU + 3(n—1)w) sn (u — 4(n—1)w) 

verwandeln. Setzt man u+:2K’ statt v, also a. statt x und bezeichnet 

den geänderten Werth von y durch y‘, so hat man auf der Stelle 


1 1 
p/.k” " snusu(u-+20o)sn(u+40)....sn(u+2(n —1)o) 





ad 
Yy == 


daher ist 
a 1 
II TE 
Setzt man also 
2. xn= p”.k" = k". (sncwsnc2w snc3w....suckn—1)w)‘, 


1 : . 1 
so ist y = ;—, und es verwandelt sich also y in j.,, wenn x m | 
; y E „a .E 


verwandelt wird. 
Hiernach verwandelt sich also 


IHy = r 1+snu) (1+sn(u + R2w))....(I+-sn(u + In —1)w)) in 
147, _ 1 (A+hksau)(i+ksn(u+20)) (1+ksn (u+40))... (14ksn (#42 (n-1 

Ay ge sn u.sn (u +20o)sn(u+40)....sn(u+2(n—1)o) 
an tft = ist, so erhält man, wenn diese Gleichung mit der 
p’qh” q ) 
Gleichung (1.) multiplieirt wird, 

fi+ry= — (14 ksmu) (I+ksu(u +20) (I+ksn(u+40)).... 

g | ...(1+Aksn(u+2(n—1)w)), und eben so 


Ps — (-ksnu) (I—ksn(u+20)) I—ksn(u +40)... 
...(l—ksn(u+2(n—1)w)). 
Stellen wir die erste Formel also dar: 
(I+ksn(u+?2w)).(I+Asn(u-+4w))... 
1 , ..(1+%ksn (u+(n—1)w)) 
i+iy= 7 (tkm). (1+ksn(u— 20)).(1+ksn(u— 4w)) ” 
..(1+ksn (u—(n—1)w)), 


‚w)) 





Da nun 


und beachten, dafs nach $. 36. 
/ ’ (dn2w+ ken2o.sn u)? 
(I+ksn(u+2w)) (I+ksn(u—2w)) = a ne a era 
(A-rksne2w. x)? 
"A1—h?sn?2w,x: 





= da?’ ?w 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXV. Heft 4. 46 
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ist, und setzen wir noch | 
'B = (1—ksnce?w.r) (I—ksncdw.x) (1—ksnchw.X)... 
.. (l—ksne(n—1)w. x), 
IB’ = (I+ksnc?w.x) (I+ksuctw.x) (I+ksnebw.z) ... 
N ..(1+Aksne(n—1)w.x), 


4. 


so haben wir 
2 ie B: 
5. 1+1y = (AI+Ar). pp: und I—Ay = (A—k2).gp° 


Zieht man aus dem Producte dieser beiden Gleichungen die Quadratwurzel, 





so erhält man 
1 Bb' 
ara, a 
ya-ry) = vum). pp 
Da nun für e=|, y=l ist, so erhält man, wenn man Ya—X)=XN 


setzt, zunächst 





4 kr 
. Veh. = ode V—=k".(- en oe 


Y' r? 


$S. 288. 
Die Function y kann auch in der Form eines ngliedrigen Ausdrucks 
oder in der Form einer geschlossenen Reihe dargestellt werden. Nach 
S. 287. ıst 


„i x (2? — sn? o) (2? — sn? 2o) (x? — sn? 3) ....(2?— sn?4(n—1)») 
ya — mn Al N EL . 
P: (1-h?sn?o.x?)(1-k?sn?2o.x?)(1-k?sn?3w.x?)...(1-k?sn?4(n-1)w.x?) 


Sieht man nun y als gegeben, © hingegen als unbekannt au, so hat man 





eine Gleichung von der Form 


1 2 n 
x" — Ac'+ 41.07" —.... +4 = 0 
aufzulösen. In derselben sind die Coeffieienten 


A= (1, 2.K.p 
A= —(sn’w + sn %Ww+ sn? 30 + su?4w.... + sn? n—1)o) oder Az, 
wenn man zur Abkürzung setzt: 

I. s= s’w+ sn#’I?u+ sn’ 3w4+ .... + sn’ 4(n— 1)w. 
Die Wurzeln der vorstehenden Gleichung sind aber schon bekannt; 
denn es ist 2=snw schon eine Wurzel der Gleichung, und da y nicht 
seändert wird, wenn u beliebig oft um ?w vermehrt oder auch vermindert 


wird, so sind die Wurzeln überhaupt 
i 2 3 n—1 
ze—=snu, z=sn(ur%Ww), z=sn(u—Ww), .... 2 sn(u+ (n—1)w) 


‘y und 





undz=s (u— (n—1)w). 
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| Es ist nun der Coeffieient 
1 


i 2 3 n 
A=xc +2 +r0H+..+2, 


2 
und der Goefficient A ist gleich der Summe der Producie aus je zwei von 
diesen Wurzeln. Es ist also 


1 1 2 3 n n 2 
A" = (ce +r+r..tr = 2’ ba’ Hai. .+x2°+2.4 oder 
1 2 3 n 
+2 +r°’+..+2° = A— 2A. 
Wir vereinfachen noch den Ausdruck des Coöfficienten A. Es ist 


— in), P also A 2 Iın—1 uh 
= (—I) y also A=u.p’.k',y=:' a Daher isi 








a .y= snu+sn(u+2o)+sn(u +40) +sn(u H6w) +... 
2, ..t+sn(u +(n—1)w) 
+ sn (u— 2%) + sn(u— 4) + sn (u— bw) +... 
.. + sn(u— (Rn —1)w) 
und noch aufserdem 
ey ’+2s=siu+rsn(u+rro)+ sn’ (u +40) + sn (u+ 6). 
g, .tsn’(u +(n—1)w) 
| Pe VE (u—4u) + sn?(u— 6w).. 
.. + sn’ (u — (n—1)w). 


& 





$. 289. 


Differentiiren wir die Formel (2.) $. 288., so erhalten wir 
Au 07 _ 
Dis Ye 
enudna + en (u+?w) dn (u+2w) + .... + en(u + (n—1)w) dn (u+(n—1)w) 
+ en (u—w) dn (u—?w) + ....+ en (u— (n —1)w) dn (u— (n—1)w), 


woraus erhellet, dafs das Differentialverhältnifs 2 m ungeändert bleibt, wenn 





das Argument « beliebig oft um 2% vermehrt oder auch vermindert wird. 
Dasselbe folgt übrigens aus der gleichen Eigenschaft von y selbst. 
Da 





en (u +2) dn (u + 2w) + en (u— 2 w) dn (u— 2%) 
2cn?2»dn2w.enwdau(l1-+k? sn? 2w.sn? «) 
(1— h? sn? 2w.sn? w)? 





ist. so erhalten wir auch 
46 * 


EEE 
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3% l ne ur 
— — u en u NT 2odn2o(1-+-k?sn?2w..r?) 


(1— k?sn?2w.x?)? 


2cn4w.dn4w.(1--h? sn?4w. x? 2 en(n-1)w.dn(n-1)w.(1-+k? sn?(n-1)o.. “ 
a 1— k?sn?4w.xr?)? une 2 (1-Ah? sn? ( (n-1)w. z>»y 


Der Factor enudnu = y(l— 2°).y(I—k’x’) ist = 0 für e=+l und 


5 | “. 
für = + ns d.h. für 


ze = +snK wd fü = +ın(K-+:iK'); 











he i . j OY j N ; 
für diese Werthe ist daher auch = — 0. Da sich nun der Wertli die- 


ses Verhältnisses nicht ändert, wenn das Argument « um ein Vielfaches 
en oYy " 
von 2 vermehrt oder vermindert wird, so ist überhaupt 2 — () für 
Werthe von der Form 
} I 
2 —= +sn(K+aw) = +sne uw und = +sn (K-+iK'+2uw) = + 
ksne2aw’ 
wenn « eine ganze Zahl bezeichnet. Der eingeklammerte vielgliederige 
OY ’ o . 
Factor von 5, kann als eine rationale gebrochene Function von x dar- 
3 
gestellt werden; der Nenner ist dann (DD) und also eine Form (?r — ?)ten 


Grades. Bezeichnen wir den Zähler mit X, so dafs 
07 __ enn.dnu. X 
ou D.D': 
ist, so ist auch A eine rationale ganze Function von z vom (In — 2)len 
Grade, welche für die folgenden Werthe von x gleich Null werden mufs: 
2 —= +snce?w, +snc4w, +snc6w, .... +sne(r—1)w und 
+1 +1 = A - 
ksnc2»’ ksnc4w’ ksnchwo’ °°*" ksnchn—1)w’ 


Alle diese Werthe sind verschieden von einander, und da ihre 
Anzahl = 2n—.2 mit dem Grade der Gleichung A = 0 übereinstimmt, 
auch der Nenner (DD) für keinen jener Werthe unendlich wird, so sind 
jene Werthe die Wurzeln der Gleichung X = 0. 

Die in der ersten Horizontalreihe enthaltenen Wurzeln befriedigen auch 
die Gleichung C.C’ = 0 und die in der zweiten Horizontalreihe enthaltenen 
Wurzeln befriedigen die Gleichung B.B’= 0 und sind die sämmtlichen Wur- 
zeln dieser Gleichung; daher hat die Gleichung X= 0 dieselben Wurzeln wie 
die Gleichung BB’CC' = 0, und es ist mithin für jeden Werth von x, 

X = g.BB' CC", 
wo g eine noch zu ermittelnde Constante bezeichnet, oder auch 
dry 0.0.B.B’ 





= m + 





7 = g.enudna. pp DD 


(ol; 
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Da aber aus den Gleichungen (5.) $. 286. durch Multiplication 


b.b’ 


i 6.0 ui 2 
vi—y)= MU: folgt und nach $. 287. YA—XNy’)= (nu. DD 
ist, so ist 
RER | 07. RE L® ii: 

V(l—y?)Y(1—4?y)’ 
Da ferner für v=0, y=0 ist, so ist 


gou => 


Setzen wir yu=v, so ist, der gefundenen Gleichung gemäls, » der Modu- 
larsinus des Arguments » für den Modul A. Beziehen wir also die Func- 
tionen snv, env, dnv, tu» auf den Modul A, also sn‘», en’v, du’», in’ 
auf den Modul X’ = y(1—X’), so ist 

li. y= sıv, Y(l—y) = ceonv, y(1l—Xy) = dıuv. 


Den constanten Factor 9 finden wir leicht. Nach $. 286. ist ” (für 2=0) 


. F sn ® .. ° 
— u; ferner ist ” — — nach der bekannten Regel für v = 0 gleich 
N sn u 
osnv dv a 
re, also ist = u und mithin 


2. v—= MM. 
Die Gleichung © = snu ist also in die ähnliche y= snv mit einem andern 
Modul durch eine Substitution nien Grades umgeformt worden, und es 
haben die Argumente # und v» das durch die Gleichung (2.) ausgedrückte 
constante Verhältnils zu einander. 


$. 290. 


Wir haben nun in den vorigen Formeln nur noch durchgehends sn v, 
mit Beziehung auf den Modul A, statt y zu setzen. Aufserdem ist 
IA 
zn \r’ 
k'r 


r—= \7 und dag=r.p‘ ist, so ist 


y = / Se. Ferner ist p = (—1)? n—1) 4.P', also 

; / A Air ) 
— (— 1 Par m ini P SE ch 
p = (—I) Yin Da = Kk"-, -=y: 


Ken Ahr 
y‘ = (—1)% nu ErR und 


ist, so ist 
: 


r' — v (X ag " 
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Werden auch noch diese Werthe benutzt, so erhalten wir 


I” r / 
| snv = | (> ).snasn (u+2w)sn(u-+4w)sn(u+ 6W)... 
2 sn t+ rn —1)w), 
/ A jr 
1—sıv = (57) d— sn) A—sn(u+20)) —sn (u +40)... 


.. (1—sn(u +2 (n—1)w)), 
I+suv = | ei (1+snu) (I+sn(u+?w)) I+sn(u+4w))... 
..(14+-sn(ua +2 (nn —1)w)), 
ji—ısnv = V()U—ksn u) I—ksn(urrw)) I—ksn(u+4w))... 
... (I— ksu(u +2 (n—1)w)), 
I+rse= | ()A+ksnu)(I+ksn u+2w)) + ksn(u+4w))... 
... (+ ksn(u+2(n—1)w)). 
env = | ei. u.cn(u+?2w) en (u+4w).... en (u+n—1)w). 





4' \ P 
dıvo = (5) . dn u. dn(u-+?2w) dn (u+4w) .... dn (u+2(n—1) w). 
k’r \ n \ 
| nmv=|] (7) . inw. tn(u+?2w) in (u+4w) .... Iin(u+n—1)w). 
Aus diesen Formeln folgt noch, da snev = 1 ist, 


{ 


SUC®V 


(4 k” R ur 
enet’ = (5 im) enc u ene (uU+?w) ene (u+4w)....ene(u+2(n—1)w). 


ix 


due® 


(2 dncw dne(u+2) dnc (u+4w).....dne (u+2(n—1)w), 





inev= | (77) inca inc (u+2w) ine (u+4w).... tne(u+2(n —1)w), 


woraus erhellet, dafs sn®, env, dne und {ne sich in snev, encev, dnev 
und inev verwandeln, wenn K—u statt u gesetzt wird, wenn man nur 
beachtet, dals —w statt w gesetzt werden darf, ohne die vorstehenden 
Formeln im mindesten zu verändern. Bezeichnen wir den zum Modul A 
gehörigen Modular- Quadranten mit L, so ist sowohl 
v=u.u, als auch L—v =u(K— u), und also 
3 L=uwKk. 

Der Quadrant Z ist mithin reell, wenn u es ist, und imaginär, wenn u 
imaginär ist. 


Setzt man in der Formel für dnv, u—:K’ statt u, so verwandelt 





. 


f k’ s \ \ 
| (+) sne u snc (u+-?2w) snc (u+4w).... sne (uU? (n—1)w); ebenso 
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. . N . -. Tr 
sich dnw in — und man erhält, wenn man den geänderten Werth von v 


mit ©’ bezeichnet, 





[? 3” 
duv = Y)- A En 1: u au 
h’" /"tnutn(ae +20) tn(u +40)... .tn(u +2 (n —1)o) ’ oo 


dıv = —. 
in v 
Bezeichnet man nun den zum Modul A’ gehörigen Modular-Quadranten mit 
L/‘, so ist auch dn(e—n:L) = —, und also dnv’ = du(o—n?L‘), oder 
ve =v—niL. Wird also w—ıK’ statt u gesetzt, so verwandelt sich © 
in o—n?L‘; mithin verwandelt sich die Gleichung 

v=uu in v—nil’=u(uw—iK'), undesistalo wm L’—= u.K', oder 

4, nl = ußK. 
Aus dieser und der vorigen Gleichung erhält man endlich 
d. > = ... 
$. 291. 
Die Formeln für snv, env, dnv und {no lassen sich auch also darstellen: 


nv — NE .snu.sn(u + w) sn (u—w) sn (u + 2w) sun (u— Io)... 
.sn(u+ (na —1)w) sn («— 1 (n—1)w). 
av=y(r)- enu.en(u-+ w) rn en (ut ?w) en(u— Nu). 
..en(a + Lt (n—1)w) en(u—! u 


nv= |] .tinz.in(u + w) tn(«— w) in(u+-2w) in(u— 2)... 
tina +4(n—1)w) Iin(aw — 4(n—1)w). 
dnv = | (>) . dnz. dn(a» + w) dn («a — ww) dn (u+ ?w) dn(u— 2)... 
... dn (a + 4 (n—1)w) dan (u — 4 (n—1)w). 
Setzt man hierin gleichzeitig 4 statt « und 4v statt v, so bleibt die 
Gleichung » = u.u ungeändert und man erhält dadurch 
in iv dn 10 = tn 4u.dn Zu.to (4u+w) dan (4c+w) tn (4u— w) dn (4u—w) 
x tn Au+?w) dn (ut?) in Au—Iw) dn (4u—2w).. 
em En dn 4u+ n-1)w) in Au— 4n-1)w) dan 4u— 4n- N) w). 


— cnıu . 
Da nun aber Y I any I Inu dn 4x ist, nach $. 32., so haben wir 





1 I—env 
" 1-+-cnv 
ee 1— en («+20) 1— en (u— 20) 1— en(u+{n-1)w) 1— en (u—(n- ve) 

















(+ en« ' 1+cn(u+2o) "1 cn (u— 20) *""" 14+en (u+H{n-1) 0) "14 en (n—(n-1)0)/' 
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Wird diese Formel mit der von sn®o multiplieirt, so erhält man, nach einer 
geringen Abänderung, 

[ kr } j j , ‘ 
I-av = | ( ; )a—enw)(1 — en (u + ro)) (lt —en(u+40))..- 


0 | .(1—en(u+2(a—1)w)) und die Division giebt 








Di -cıv = | (Rt + cnu)(1+enu+?2w)(I+en(u+4w)). 
| ...(1ten(a +2 (n—1)w)). 
Beachtet man, dafs | Er -— ksntusncelhw ist, so leitet man zunächst 
” | | —dnv __ ee, 1— dn ( re). 1— dn (u+40) BR ea 2 (n-1) “)) 
+dne 1+- du ' 1+ dn(«+2 w) 1+ dn (u+4w) 1+ da (+2 (n-1) 0) ) 
her. und da Y( u u)y (1+dna) = ksnu ist, so erhält man 
11—duv \G Eu I— du a) l— du (u + 2w)) l—dn (ua+4w)).. 
4. J le ar 
I+due = 1 (5. )I+dna)CI+ dn(u +20) CI+dn(u +4)... 
| .. A+da(u+ %(n—1)0)). 
$. 292. 


Setzt man auch in der Formel $. 288. für y den Werth snv, so 


hat man 
j | | | 
l. N sıv = snu+sn(ut+-2w) sn (u+40)....+sn(a +n—1)w) 
+ sn (u— 2w) + sn (u —4w).... + sn (a —(n—1)w). 
Setzt man in dieser Formel +: K‘ statt w, wodurch sne in sn(v+ n:L) 


Be 
= - übergeht, so erhält man 


‚sn? 
u 1 1 1 
2. — —_ Rare: a —— + 
sn‘ sn“ sn(u« +2) sn (u+4o) ' sn("+-(n—1)ow) 
1 1 5 
+ ab; zünchn 





sn (u— 20) sn (u— 40) sn (u— (n— 1) w) . 


Setzt man in der Formel (1.) $. 291. K—u statt v, also auch L—v 
statt ©, und differentiirt man dieselbe logarithmisch, beachtend, dafs 
l rt . u 
+eneu I-+enev __ u * 30 


| Il —cocu 1—cucv  snv® 


und auch Ev = u.du ist. so erhält man 





I‘ 
4 = ol(ir- ) = ——,0 
c log (437 —amceu) = rer also log y 











0 014 ' 
s "no nu * en (u +20) + en (u +4) IT oen(u+(n—1)o) 
1 1 1 
r en(u— 2) r en(u—4W) er en(u — (n— 1,0) ' 
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Setzt man in dieser Formel w-+?K’ statt u, also v+nil. statt v, so ver- 
 . 1 ‚ Tı% 1 

| wandelt sich cn® in —. ——, und enve in —-.-.- 

| ik enc« " 4 encv 

aufserdem noch K—u statt u, also L—v statt v, so erhält mau, da 

(A ist, 

RT 
je, „dene = cnu+en(u+?w)ten(u+4w)+... 
4 ..ten(u -+-/(n—1)w) 
+en(u—?2w)+enu—4w)-+ ... 

..t+cn(u—(n—1)w). 


Da olog y - = 08 (4 — am (KK—u), 1) — k'tuu.ou ist, 

so erhält man, wenn man die Formel (3.) $. 291. logarithmisch differentiirt, 

>, hire-tur = tina +tin(u+?2w)+in(u +40) +... +tin(u + (n—1)w) 
+ in (u—2w) + in(u—4w) +... + tin (u—(n—1)w). 


- . . . r 2 
Setzt man in dieser Formel w— eK’ statt u, also Anz Statt nu, so ver- 


. Setzt man daher 








| wandelt sich tno in — Wird aufserdem noch K—u statt u gesetzt, 


so erhält mau 
(1a. dov = duw+dua(u + 2w) +dn(u+4w) +... 
.. + dn(u + (n—1)w) 

+ du (u —2w) + dan (u—4w)-+... 
\ .. + dan (u — (n—1)w). 
Uebrigens hätte man auch alle diese Formeln durch dasselbe Verfahren herlei- 
ten können, durch welches die erste von ihnen $. 288. hergeleitet worden ist. 

Da sn’(u+ (n— a)w) = sn’ (u—aw) ist, so kann die Formel (3.) 
$. 288. auch also dargestellt werden: 


6. 


7: (F). sn’v = sn’ u+sn’(u+w) + sn’(u+2%w) + ...+ sn’(u+4/n-1)w) 
+sn’(u—w) + sn’(u— 2) +... + sn’ (u—4n-1)w) 
für 
s= st®’w+ se’ ?w+t st’3w+ ..+ sn’i(n—1)w. 
$: 293. 





Nach Formel (1. $.96.) hat man, wenn «= 1, db=(0, «—=0 und 
b'=1 gesetzt wird, 





. (5) u 10. 2 
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Ganz ebenso ist in Beziehung auf den Modul 7. auch 


L' o4 1 
eu een. 
(7) a 2@ je 3? 


L K . . 
und da nach 8.290. 7, = n.77 Ist, so ist 
1 N. o4 
Kr 'kkr T Lei am 
r 1 ı? . . . . . 4 . 
Dah=u.K, also —, = ’ ; Ist, so redueirt sich die vorige Gleichung auf 
> ok o4 
Weg = Nyon oder auch auf 
win un 
N Fin m kk': O4 
I Me: Er 


Dilferentiirt man also die Modulargleichung, d.h. die Gleichung zwischen 
dem alten Modul % und dem neuen A, so kann man auf diesem Wege aus 
ılır die Gröfse des Multiplicators u in der Gleichung v» = u.u als eine 
Funetion der Moduln A und A, oder auch als eine Kunection eines dieser 
WModuln herleiten. 


/N 


‘und | 27 =— r sind im Grunde nur zwei 


a A 
Die Gleichungen \„=P 


verschiedene Formen der vorhin erwähnten Modulargleichungen, wenn man 
sich an die 8. 286. angegebenen Bedeutungen von p‘ und 7 erinnert. 


Aufser der vorhin erwähnten Substitution nten Grades giebt es noch 
eine Substitution desselben Grades, wodurch man von dem Modul A zum 
Modul % zurückgelangt, und welche insofern als die umgekehrte der vori- 
ven anzusehen ist. Wird der bei dieser Substitution anzuwendende Mulkti- 
plicator mit u‘ bezeichnet, so ist auch 
‚Wr oh 
k.lk2" 64 


Wird diese Gleichung mit der vorigen multiplieirt, so erhält man u’.u“ = n‘. 


/ > 


u —n. 


oder auch 
>». BB: ==, 
Wir fanden wirklich bei den Substitutionen dritten Grades 1.4 = 3, und 
hei den Substitutionen fünften Grades die Formel u.u' = 5. 
Zusatz. Aus den Formeln $. 292. ziehen wir noch einige be- 
merkenswerthe Folgerungen, indem wir das Argument a entweder = 0 


oder auch x = K setzen. 
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Die Kormel (1.) daselbst giebt, wenn «= K geseizit wird, also 
auchrvr=L: 


Zu ; « r ‘ ‘ ‘ 
l. — = 1+ 2 sne2» +2 snc4w+ 2sunc6w.... +2 snc(n—1)% 


Ferner ist 





‘) ‘) 


2 2 2 
ir Tr rot? 


SHC 5 [77 snch 


2. m 


snc(n —1)w 
iu 


3. VD, >= 1+2en?w+2endw+?2en6w + ...+?Ien(n— 1). 
4. (er. u EEREETEE  1ets + 2dn(n— I 


e u 2 2 
m '__4 (rl ns — } 
> \ 1) TI 1+ dn?w " nr ı ar tet dn (an —1)u 
. “u __ 2 
6. Mr + u + tert Fan (n—1)# 
Ss. 294. 


Die umgekehrte Substitution nten Grades, wenn » eine ungerade ganze Zahl ısi 
kr n—1 
Nach $. 290. ist snv = | (> ) . P {sn(u+2Yy »)\, wenn das Zeichen 
0 
nl 


P ein Product aus den n Kactoren bezeichnet, welche man aus dem all- 

gemein Factor sn(@a-+2yw) dadurch bildet, dafs man der veränderlichen 

positiven ganzen Zahl y die Werthe 0,1,2,3....(n—1) beilegt. 
Vermehren wir nun das Argument % noch um 


yg,. Art 


n 
so muls, wenn die vorige Formel richtig bleiben soll, der Gleichung © = u. « 
gemäls, das Argument vo vermehrt werden um 


aus, (ER) = a (re) = 40. (EHE) 


N 
Ada g 2a 








Da aber 0 und db’ gauze Zahlen. sind, so ist wegen der Beziehung auf den 
Modul \, 
sn (v+ IE L+4WiL) = = sı (v+ are L) und also 


.. +” Pe ) kn ve). v fon (m “ nu m md an dy+b Ö)i — 


wenn in dieser Formel nur Y Wr veränderliche positive ganze Zahl be- 
trachtet wird. 








47% 
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Setzen wir nun ay+tad=«a und by+b'‘d = ß, woraus rück- 
wärts folgt 
b’a—a'ß 
ab’ —bua' 
so sieht man, dafs alle vier Zahlen a, ß, ', 0 als ganze Zahlen betrachtet 


werden können, wenn 


und y= 





1. ab’—bu = +1 
ist. Dann aber ist 
0, 0 = +(aß—bu), Y +(b’a—.a'ß), und rückwärts 
«= ay+a', ß by-+b'ö. 


Die Gleichung (1.) läfst sich aber immer befriedigen, wenn @ und b, wie 


| 


wir jetzt voraussetzen, Primzahlen zu einander sind. 

Sehen wir nun auch Ö als veränderlich an, indem wir ihm der Reihe 
nach die Werthe d=0, 1, 2, 3,.... (n—1) beilegen, so bekommen « und 
? der Reihe nach dieselben, auf alle mögliche Arten mit einander zu ver- 
bindenden Werthe, und es ist also 


so N n—1 4 

Auf, 40a | | ud nl 

I sn (? Pr -L)) = Vz -J. p sn (u+ ) 
Statt in dem Ausdrucke auf der rechten Seite die eben anne Werthe von 
a und 2 zu verbinden, kann man auch die Werthe «=0, +1, +2, ... 


. +4(n—t) mit P=0; +1, +?, +3, .... +4(n—1) verbinden. Be- 
rücksichtigt man aufserdem die Formel (1 »$ . 160., so hat man endlich 


(—1)" "sn (nu) = ” a7 snv sn (v EP a (® + - ne e.; 
‚sn (v + Mn ze L) j 








Setzt man nun 
2aL 
N . 

und vergleicht die gefundene Formel mit der Formel für snv $.290., so 
sehen wir einen hohen Grad der Uebereinstimmung, welcher es möglich 
macht, aus den Formeln $.290. überhaupt auf die umgekehrten Formeln zu 
schliefsen. Man mufs in den dortigen Formeln A statt k, N’ statt A’, k stall X, 
k' statt X’. a’ stalt a, a statt db, also o statt w, v statt u und nu statt v 
setzen; dann verwandeln sie sich dadurch in die umgekehrten Formeln, wenn 
man aufserdem (— 1)" "sn (na) statt snv, en(nuw) statt env, du (nu) statt dn v 
und (—1)!"""tn(nu) statt in» setzt. Zu demselben Resultate führt auch 
die Betrachtung der übrigen Modularfunctionen; nur tritt in Beziehung auf 


oa — 




















Neunzehnter Abschnitt. 9 29. 365 


den Multiplicator «’ bei dieser neuen Substitution ein bemerkenswertler 
Umstand ein, nämlich, dafs, wenn man v als das gegebene und nu 
als das daraus hergeleitete Argument ansieht, und also nu = w'‘.v setzt, 
nicht u‘, sondern (—1)*"=". a aus dem Multiplicator « durch die an- 
gegebene Uebertragung wird. Aus diesem Grunde verwandelt sich suv 
in (—1)"®,sn(nu), tnv® in (—1)"",tn(nu), aber env in en(nw) und 


dnv in dn(nu). Werden die Gleichungen 





nu =u.v md v = u.u 
mit einander verbunden, so erhält man 
vu = n; 


wie schon in $. 293. auf einem andern Wege gefunden worden ist. Hier- 
nach können nun nicht blofs aus den Formeln $.290., sondern auch aus 
denen $. 291. und 292. ebensoviele neue Formeln auf die einfachste Weise 
hergeleitet werden, und es müssen diese neuen Formeln als die Umkeh- 
rungen der früheren angesehen werden. | 

Ein bemerkenswerther besonderer Fall ist der, wenn man in dem 


Ausdrucke 
2aK+2biK 


n 





a=0 und =1 setzt; dann reducirt sich die Gleichung (1.) auf — bu‘ 
—= —1 oder « —=1. Die beiden Substitutionen nten Grades heifsen ein- 
fache Substitutionen dieses Grades, und es wird der Mühe werth sein, die 
sich darauf beziehenden Formeln in einiger Vollständigkeit aufzustellen. 


$. 295. 


Die erste einfache Substitution »tes Grades für ein ungerades n. 


Es seien AK, K‘, L, L‘ wieder die zu den Moduln &, 4, A, X‘ 


gehörigen Modularquadranten. Ferner sei zur Abkürzung 
K’ 


1. Ü = - s 
n 


alsdann ist in den Formeln $. 290 — 293. » = ?a: zu seizen. Hiernach 
erhalten wir in imaginären Formen: 











in 1 in ( sn2ai.sntai.snbat...sn(n—Lai ) 
BE) snc2ai.snc4ai.snc6ai....sne(n—1)ai/ ? 
— k"(snelai.snc4ta?.snc6ai....snce(n—1)a?)‘, 
I Kr 


Fe (dn2ai.dn&ai.dnbai,...dn(n—1)ai)* A 
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„ir -— Wein u E= e .. . 








snc4ai sneSui sne12uai' sne?2(n—l)ai’ 
(1 tu = 1+2datar +2dnSar + Rdn 12a... +2dn?(n —1)a:, 
Zu ß . ) “ ( * ‘ f f - 
= Isneta? + 2snceSar + ?2snc 12ar.... +2 snc?2(n—1) as, 
(1), „= 1+2en4a? +2enSar +?eni?ar...+2en?(n—1)a:s, 
zu 2 2 2 2 
I un J — _—— — 000 —_ | 
h‘ r ent«: r en Sa: r en12 «a: r ea2(kan—l)ui 
2, AU 2 2 2 2 
pen #1 Zu ee Abi. Me a 
N a h‘ 7 dnta; + du Sa: r dn 12a + dn2(n—1,ai 


Läfst man die imaginäre Form fallen, so erhält man in reeller Form die Formeln 


2. | ( sn’2a. sn'’4a. sn’6a.... ch re: u ie), 
. I == m r 


snc’ 2a .snec’ 4a .sne’ 6a ....snc’(n—1)a 


sn’ a sn’ 3a sn’ da.... su’ (n—l)a 





h 
3. Am am nz: 
(dn/2a.dn’ 4a. dan’ 6a .... dn’(n—1)«))* 
4. 12" = k'(snc’ 2a snc’4a snc’6a .... sne(n—1) a)‘ 
— k" (sn’asn‘’3asn’)a....sn’(n—2)a)*: 
„= 1+2dn’4a +2 dn’Sa+2dn’12a.... + 2dn’2(n—1)a, 


9 9) 19) , 








a a ee Fe BIP Ze 
r snc’ 4a r snc’ da * snc’ 12a * snc’ 2 (n—1)ua 
Ju ” 2 2 2 2 
Maul.) n dn’4a + dnSa 2: dn12a *** + dn’2(n —1)a 
7 Au 2 2 y. 2 
—1 3 nu a = — l - & B eh en BEE Dr 
( ) l + cen’+a + cu’ Su + en’ 12a + en’ 2(n —1)a 
u ; i FR R 
„ = Ir ?en’da+2cu’da+2en/i2a.... +2en{n—1)a, 
f \.'n— hi ‘ li} ‘ “ ‘ ‘ ‘ \ 
(—1):" 7 - — 1-+2snc’4a+2sne’dsa+?sne’12a....+2sne’ I(n—1)a. 


Der Formel (2.) gemäfs ist u > 1, und der Formel (4.) gemäfs 1’< A"; um 
so mehr ist X’<CA' und also AK. 

Die sechs letzten Formeln lassen sich noch einfacher darstellen. 
Es ist st! QA’—u) = sn’u, en’(?K'— u) = —cn’u, und dn’QK'— u) 
—dn’w. Da nun 2na=N7K‘ ist, so haben wir 


sn(2(n—a)a) = +sn’2aua und sne‘(An — a)a) = — suc’ Yua = — sn'(n-Ia)a, 
en(?(n—a)a) = —cen’2aa - cene/(An—a)a) = + enc'2uaa = + cu’(n-2a)a, 
dn(2(n—a)a)= + dn’?aa - dnce/(An—a)a) = + duc'?ua= + du‘(n-Ia)a. 


Benutzen wir diese Formeln und setzen aufserdem zur Abkürzung 
v=(—1)", 
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so verwandeln sich die erwähnten sechs Formeln in 


>. PR An Pr 2dn’6a +... +? du (n—1)a, 


2 2 ern 
6. J. = 2 ya re .... nr ga V, 
sn’a sn‘ 3a r sn’da su’7/u v sn (n—2)u ” 
Au 2 2 2 
1. _— — l ermer mw a 2. san 5 en. 
k ® dn’2a 7 Zr + dn’6a + dn/(n—1)a ’ 
c 9 es 
S. Au — IR.. aan ne wa _—__ ..0o. + . m E V, 
k sne’ a sne’3u enc’da enec’ (n—?2) «u 
Ju 
9. ur = 1— ?cen’?a + 2cen’4a — 2cen’6a....+?2ven’n—1)a, 
’ 
u j 
10. = 2sn’a— 2 sn’3a+ 2094... — 2ysn (n—?2)a+v. 


Die Ausdrücke der Modularquadranten sind, wie vorher, 
L=u.K, L= —K', also 
v 


1. gend. 
Nehmen wir ferner ein Argument © = u.u und beziehen alle Modular- 
funetionen dieses Arguments auf den Modul A, alle übrigen Modularfunetio- 
nen hingegen auf den kleineren Modul A, und also auf den Modul 4’, wenn 
der eonjugirte zu nehmen ist, so haben wir in imaginären Formen: 
' > ER: ienelneaereere —1) ) 
h 


sıv — h | 
sn (u — ?2ar).sn (u — 4a) ....sn(u— (n—1)a:) 








jr en (u + ?a:).en(u+4ai)....en(u+(n—1)ae) 
cnv = | & Es cnuU.  .. y 

.. ih en(u — 2ai).en(u — Hai) .... en(u— (n— I)ar) 
2% q dn(u-+?2ar).dn(u + 4e).... dn(u + (n—1) L) 
dn®e = | u. 

| Na) ana — 2a). dn(u—4ai) .... dn(u— (n—1)ai) 
her in (u + 2ai).in(w+4a:)....tn(u + (n— 1) a:)\, 

inv = v( ir) in. h h a ö 

\ h tn (w— 2 ar) .tin(w—Har)....in(u — (n—1)a:ı) 

Da 


sn? «at 1in’?b 
1+h? re u 





sn(a-+bi)su(a—bi) = 


en? a+" — — ene’? b 


en(a+bi)en(a—bi) = 





1— en? acne’?b 


dn (a+ bi)dn (a— bi) et a 


41— dn?asn‘?b 


tn?a+sn’?b 





\ 





in(a+ bt) in(a—bi) = 


1+ k’? in? asn’?b 
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ist. so haben wir in reeller Form 


/f k" (sn? «+ tn‘? 2a) (sn?u-+-tn‘?4a).. .. (sn? u + tn‘? (n—1) u) 
ee } ( )snu. ' I-24mi‘ Es 
| (1+Ah2tn’22asn? u)(1+Kk? ee %)...(1+h?tn u u) 


(on: u + I: _ en’? a) (on: u +7 oma 0). . (on? u +7 ——— — en? (n — Yu) 











1g,j en ® "1 7 ‚Jen. 





— en’?aen?«)( nn en? u). nn TIOTT TE 
FOR *) dnu - PANEREPANER th) es u—k'?sn/?(n—1)ua) 
. y( \hen — sn’? 2a dn? «) (1— sn‘?4a dn? u) .... (1— sn’? (n—1)a dn? «) 


(tn? u—+- sn’?2a) (tn?u—+-sn’?4a). . «+ sn‘? (n—1)a) 


Po m. G r3 | (14172 s1?2« tn? ve) (1+ k'2 sn’? 4a in? u) 2... (1+ 2 en’? (n —1)a tn? u) 








Weiter haben wir in imaginärer Form die Formel 
Ir] (ek ) RR N rretsssuere EEE. 
: (1-sn(u—4ar)) (1- sn (u-Sar))...(1-sn (u—? (n-1)a?)) 
Da aber su(ut KK) = snuu, an(uttiK) = —cnu, dn(u+?li:iK) = 
— dnw, tnu+t%:K)= —tnu, also auclı 


sn(u+-?2(n— a)ar) = sn(u—laa), en(ut?(n—a)ar) = — cn(u— aa). 
\ 


dn(u +2 (n—u)ar) = — dn(u—2uua:i), 
su (u—?(n—ı) ar) = sn(ut+?Iua), en(u —? (n—u) a) = — cen(ut?aai), 
din (u —I(n—o)aı) = —du(u+?Taai), 
und endlich 
in(ua + In —a)arı) = —tn(u—?Ruar) und tn («a —I(n— u)a:) = —tn/(u+?ua:) 
ist, so läfst sich die vorige Formel also darstellen: 
14. 1—sır = 


Ahr N) gie ud (U sn(a+2a)) (1—sn(u+4ai))....(1—su (u+(n—1)a:)) 
3 \ahe (1— sn (u—2ai)) 1—sn (u—4ai)) ....(1— sn (u— (n—1)a:)) 
Ebenso ist 
15. Isıv = 
a u ( 1 + sn (u + 2a)) (+ sn (u +4$ai)) ....(1+ sn (u+ (n—1)as)) 
\m/i ri \(+sa(u— 2a)) (+ sn (u—4ai)) ....(1+ sn (u— (n—1)ai))) ’ 
16. 1—ı\suvr = 
! / & REN, (I—Ası(u+2ai)) I—ksn (u+4ai)).....(1—ksn (u+(n—1)a;)) 
Nr 7 \ (I— Asn (u—2 ai) 1— ksn (u—4ai)) .... (1— Asa (u—(n—1)ai)) 
17. I+isnv = 
/ E FOR ONE, ( + ksu(u+2ar)) (+ ksn (u+4ar))....(1+Asn (u + (n—1)a:)) 
\r/‘ A Cı+ ksn(u—2ai)) (1+ksn(u-—4ai))....(1+ksn (u— (n—1)a:)) / 
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18. l1—cıv = 


/(Ja-enu) Gzn (u+?a)) (1— en (ut+4a:))....(I— ven (u+ (n—1,a:)) 
N\4 \ 


(1+ en(u—2a)) (l— en (u—4ar))....(I—ven (u— in —1)at)) 
19. I+-cnv = 


) 
) 
) 


/()a+en en I+en(u+4a:))....(I+ven (u+(n—1)ar)) 

Ai.  \lt-—en (u—?2a))(1+ en (u—4a))....(I+ven (u—/n— 1)ai)) 
20. 1—dıv = 

(A ie ir I+ dn(a+2a)) (1 — dn (u+4a2))....(1—vdun(a+(n—1)ai)) 

\m/\ (1+ dn(au—2ar)) (I— du (u—4a8)) ....(1—vdn (u— (n—1)ai)) 
21. + dn® = 


FAN, Een, (d— dn(u+2a)) (+ da (w+4tar)) ....(I+vdn (u+(n— 1)ai)) 
(1) ’ " (1—dn (u—?ai)) (1+ dn (u—4ar))....(I+vdn(a—(n—1)a 4 








/ e De i 
22. . smo =snu +su(uw t+2ar) +sa(u-+4ar)... +sn(u + (n—1)a:) 
re 
Be en ne . 
Bn © sn sn ( E 2ai) sn(u+4ai)""  sn(ut+(n—1)ai) 
1 1 1 
* sn (u —2ai) + sn (u —4ai)*'"" + sn (n—(n ea ’ 
u l | 1 1 
24. —— . — = — — ———, aw 
k’ cn® en u en (u +2ar) + en (u +4ai) aa an 5 sa )ai) 
1 1 v 
 en(uw+2ai) 2 en(u—4ai) mr en(u — (n- 1)ai)’ 
i Au 
23. v..- env = enu— cen(ut2ar) +en(u+4ai) — +... +ven(u+(n—1)ai) 





I: 
— en (u— 2a) + en(u—tai) — +... +ven(u—(n—1)ai). 


26. v.udn® = dnaw— dn (u+2a) +dn (u+ 4a) — + .... +v.du(u+(n—1)ai) 
— don (u— 2a) + dn(u +4) — + ....+v.dn(u—(n—1)ai). 
27. an in» = tina — tn (u+?2ar) + tn (u+4ar) — +... + Vin (u+(n —1)a) 
— tn (u—2ar) + tn (u — dar) — +... + Vin (u— (n—1)ai), 
28. (ZE) sn’v = sl? u + sn’(u+?2ar) + sn?’(u+4ta2).... + sn’ (u+ (Rn —1)a:) 
+ sn’ (u— 2a) + sn’(u— Fat) .... + sn’ (u— (n—1)a:) 
für = in”2a+ttn”4a+tn”ba ....+tn"(n—1)a 


Dividirt man (15.) durch (14.) und nimmt auf beiden Seiten die natür- 


lichen Logarithmen, so hat man 
Crelle's Journal f. d. M. Bd.XXV. Heft 4. 48 
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29. Lam = 
Yama-+Ram(u + 2a) +Yam(u+4ar) +....+Ram(a + (n—1)a:) 
+ Kam /u—?2ar) + am (u —4ai) +....+8am(u— (n—1)a:), 
oder auch 
Yamo = Yamu + 2Raresin (dn’?2asnu) + 2Xaresin(dn’4a suw)... 
...+ 2 8aresin (dn’(n—1)a.sna). 
Multiplieirt man die Gleichung (24.) mit 2 — 9% und integrirt dieselbe, 
so erhält man n 
.. ve 
ama—am(au + 2ar) + am(u+4ar) —am(u + bar).... +yvam(u + {n —1)a:) 
— am (u —2at) +an (u— tar) — am (u— ba?)....+vam(u — (n—1)ai) 
oder 


in u 
sne’2u 


in «u 
...+ 2varc tang (— u re 


snc’(n—1)a 


‚ in« tinu 
yv.amo = ama — Narcing )-+2 !arcing he arctang g(- ee. 


sne'’ 4a sne’6a 


oder auch 
in 


= )— ? are ing (u )+2 arc tang (- )— +... 


tinu 
ig) tr van. 


sn‘ 
Es bedarf der Erinnerung nicht, dafs auch Pr Formeln (14. bis 28.) leicht 
in reelien Formen dargestellt werden können. 


amo — 2arctang 








...— 2varctang (5 


$. 296. 


Die zweite einfache und umgekehrte Substitution »ten Grades für ein ungerades n. 


So wie durch die Formeln $. 295. die Modularfunctionen des Argu- 
mentes v» mit dem Modul A auf Modularfunetionen des Argumentes % mit 
dem kleineren Modul A zurückgeführt werden, so lassen sich umgekehrt, 
ohne das Verhältnifs v = «.u zu ändern, die auf den Modul Ak bezogenen 
Modularfunctionen des Arguments n« durch Modularfunctionen von v mit 
dem Modul A ausdrücken. 


Setzen wir zur Abkürzung 


L 

1. b —— 

n 

so haben wir, wenn wir auch alle Modularfunctionen der Vielfachen von 


b auf den Modul A beziehen, nach $. 294. auf der Stelle die Formeln 


’ 
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2 a ( ESSENER. - ..sn(n —1) Di 
Er u  \snd sn3bsndb....snin—2)b/ 
3 k = X (sndbsu3dbsn5b....sn(n—N?)b)', 
4. Ja 2 Zu ö An 


(dn2ddn4bdn6b....dn(n —1)b)* ' 
Werden diese Formeln mit den Formeln (1. bis 4.) $. 295. verglichen, so 
sieht man, dafs noch eine andere Uebertragung möglich ist, wobei man \ 
mit A, A’ mit k, also « mit 5 und u mit u‘ vertauscht. Hiernach ver- 
wandeln sich die Formeln (5. bis 11.) $. 295., wenn wieder y = (— 1)" 
gesetzt wird, in 


>. u 1+2dn 25 +2dn 45 +2dn6d....+2du(n—1)b, 


2 2? 2 2v 
6. ** Du. eh ee eg — | age a — yv. 
r snb 35 Vi R mer 57 Ta a 

< Ku 1 2 2 2 ? 
| - + dn25 na dn4b + dn6b tr dn(n —1)b’ 

Ku 2 2 2 2% 
FT eb meh ti ren PP 

k P m 
9. — — 1—2?en?b +2en4b—2cenb6b + — ....+?ven(n—1)b, 


lk Pr ( PER 
10. — —= 2snb—2sn3b +2n5b— + ....—?ysn(n—?2)b+v, 


ER / 4 un u’ K' u 1 
11. Kun. Az dl, KEtT: 
Aufserdem haben wir 


nnd) 
18. on Vin) nahe enntldno))‘ 
10. ann Ya). cn0. (nase dub) 
15. aa y)- we (as mad nnd) 


Siatt der Formeln (14. bis 19.) $. 295. haben wir nun 
16. 1—v.su(nu) = 
Irkehn (I+ sn (o+25)) (l— sn (v+4b))....(I—vsu(v+(n-1)b)) 
).d— sm). ( ) 


MX A” 


(1+ sn (e—%)) l— sn (e—45))....(I—vsu(e—(n-1))) /' 
17. 1I-+v.su(nu) = 

[har (1—sn(v+25)) (+ sn (0+45)) ....(I+vsn(o+(n-1)5)) 
h; + o).((, — sn —2)) (1+ sn (v—4b))... ne 


| har 











| (; „„(1—Asınv). ( I +Asn(v—2b)) I—N su(v—4b)).... 


24. 


29. 





).(d+enp). 


( ) I—dnv). 
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18. 1—cu(nu) = 


19. I+en(nu) = 


20. 1—du(nu) = 


21. 1+du(na) = 


eng). f Ar en®+28)) CI eu(®+45)) .... CI—ven(v+ (n-1)5)) 
fi o)(, I + en v—25)) (l— en (v—4b)) .... (I— ven (e—(n-1)b)))’ 


(1— en(w—%)) (1+ en (e—4b))... . (+ ven(v— (n-1)b)) 


(1 -du(®+25)) l—du(e+42)) ....(!—du(v+ (n—1)b)) 
(1— du (e—25)) 1— dn(e—4b)) ....(1— dn(e— (n—1)5))) 


(I+dn(e+25)) (d+du(®+45)).... (I+dn(e+ (n—1)b)) 


22. 1—vksu(nu) = 


et I— en(v+2b)) (+ en(v-+4b)) ....(1+ven(o+ (n-1)b)) ) 


| (jn)" I+dnv ( + dn (o—25)) (1+ dn (e—45)) ....(1+ dn(e— (n—1)b)))/ 


(IN Hd) I—Asu(v +4b))....(I—vAsı(r +(n-! En 


23. 1I+vksu(nu) = 


3 I+-Asne®) (I—\ su o+2b)) I+Asn(v-+45)).... 
Jin?" “ )« (IX sv — VÖ) +Asn(e —4b)) ..... 


Kerner erhalten wir noch 


‚su(nu) = sn» — sn (v+2b) + sn (o+4b)— + .... 
— sı (v—2b) + sn (v—4b) ——+.... 


iu‘ | { N 
sn(nu) sne sn(v+ 2b) per (v +4) — u des; 
| 
80 (v— 2b) + sn (v— 4b) Er En dess 
k’ j y 1 { { 
2) N "en{nu) en v en(v+2b) + en(" +45) rp.. 
—-+.... 


- w.en(nu) = env — en(v +2b) +-en(v+4b)— + .... 
ß. 
Ab) eier Eu .e.» 


De MER we 
_ en(v— 2b) en(v— 4b) 





— en v—2b) + en (v 


tn au) = me +ine + Nrb)+Htn(e+4b)+.... 
+ in e— 2b) Hin — 4b) + .... 
u’. duinu) = dne +dn(o +25) +du@+4b)+ .... 
+ due — 2b) +dnw— 4b) + .... 


(1—vAsı(v? —(n-1)b)) 


(I+vAsı(o-+(n-1)b) ) 
(I+vA snu(e—(n-1)b)) | 


+vsn(®+(n-1)b) 


+ vsu (v—(n-1)b), 


YV 


> sn (+ (n —f) h) 


v 


Po (m —1)5) ’ 


v 
raoHn Dh 
y 
TaG=w 
+ven(e+(n—1)b) 
+ ven(e—(n—1)b), 
+ in(v+ (n—1)b) 
+ ine — (n—1)b), 
+ du (ve + (n—1)b) 
+ du(e— (n—1)b), 
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30. eat sn? (nu) 
—= sn’v+sn’(o +25) + sn’ +45) +.... + sn’(e+(n—1)b) , 
+ sn? — 2b) + su’ (e— 4b) + .... + sn’(v—(n —1)b) 
für s—= s’I2d+sn’45+sn?6b + .... + sn’(n—1)b. 
Dividirt man die Gleichung (17.) durch (16.), zieht auf beiden Seiten die 
Quadratwurzel aus, und nimmt die natürlichen Logarithnen auf beiden >ei- 
ten, so erhält man 
31. v.R = 

— Nam» —Lam(v + 2b) + Nam(o+4b) — ..+v.8am(o + (n—1)5) 


Se .: ..tv.Yam(v -- (n—1)b). 
oder 


4,0 . 
: v.Yarc m) + v.Y ame. 
Multiplieirt man die Gleichung (29.) mit u = — dv und integrirt sie, So 


erhält man 


32. am(nu) = amv +am(v+-2) Ham(o+4Ö) + ....+am(o+(n—1)b) 
+ am (ve— 2b) + am(v— 4b) + .... +am(o— (n—1)b), 
oder 
am (nu) = amo + 2arc lang (du ?d.tnau) + 2arctaug(dn4b.iwe) +... 
. + ?arc tang(dn (n — 1)b.inu). 


$. 297. 

Die Formeln $. 296. stehen im engsten Zusammenhange mit den 
Formeln $. 295. Jene drücken Functionen des Arguments nu mit dem Mo- 
dul % aus durch Functionen des Arguments » mit dem gröfseren Modul X; 
diese hingegen drücken die Functionen des Arguments v» mit demselben 
Modul A aus durch Functionen des Arguments u. Insofern erscheinen die 
einen als die umgekehrten der anderen. 

Eliminirt man die Functionen des Arguments v, so erhält man For- 
meln, welche die Functionen des Arguments nu mit dem Modul k aus- 
drücken durch Functionen des Arguments « mit demselben Modul A; daher 
erscheint auch die eine Substitution als eine Ergänzung der andern zur 
Vervielfältigung des Arguments. Insofern sind die Formeln $. 295. und 
$. 296. als zu einem Systeme gehörig anzusehen. 
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Man erhält aber noch leicht ein zweites solches System von ebeu 
so vielen Formeln, wenn man statt der Grundgröfsen 


i " 


L . % .. = [ 
a—= — und d»=-— die Grundgröfsen « = Z undd—* nimmt, 
N n n n 


welches darauf hinausläuft, dafs man die Moduln % und A nun mit A und k 
bezeichnet, zugleich aber die Zeichen % und ©» mit einander vertauscht. 
Es versteht sich von selbst, dafs gleichzeitig X mit Z und K’ mit L’ ver- 
tauscht werden müssen; die Zeichen der Multiplicatoren x und u = — 


u 
köunen beibehalten werden. Nehmen wir aber an, dafs uw, k, k‘, K und 
K' dieselben Bedeutungen haben, wie vorhin, so haben A, X, L, L‘, u, uw‘ 
und v® andere Bedeutungen als in den Formeln des vorigen Systems. Es 
ist nun 


n 


il. u=yuev= 





U 








;.v, wenn wieder u.u‘=n gesetzt wird; 


f  2L 41 6L‘ n—i1 
sn —-. 80 2.80 .... SU L‘ 
n ! l ’ 
2. = 1135 me Tr mit dem Modul X’; 
Ba — B— u a — Zu 
\ N n n n 
( 2K 4K 6K a _ 
sn —— . sn a sn ec sn rer K 
n ‚ 
3. WW K >K rt mit dem Modul %; 
sn ‚sn - en, D———H 
N n n n n 





/ d ‘ BE pr 
4. kK=N "(sn 2 ‚su u En n — =L) mit dem Modul X‘; 


n 


Ar 


(dn 2 4L 6L‘ n—1 ) 





mit dem Modul X‘; 
nn en a 


n n n n 
E Fr e e 


(an 2# — RT Bi — _ Ar SE 


n 2 





— mit dem Modul %; 


d 


k" (sn a 
Sn —- Sn ——— Sn 


nz -— 


Dieser letzten Gleichung gemäls ist sog und es nähert sich also A desto 
mehr der Grenze Null, je gröfser die ganze Zahl genommen wird. 


TA 





.... su: ee 


=: K) mit dem Modul %. 


Nelımen wir die angezeigte Veränderung mit den Formeln (12.) 


/ / 
8. 295. vor und beachten, dafs nun K=u.L und K= Ri also un 


k'’ 


= ist, so erhalten wir Formeln, welche sich leicht also darstellen lassen: 
A 


n n 
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a | 
3 




















1 R sn? = Ä sn? — sn? _ 
2 A A 7 he A nn nei ' 
nu y.4S0 “7 HK Fey Ca Bi Kr? (mod. A), 
sn? — sn? sn? — 
\ uw IN u 
f ” sn? = sn? = sn? = 
mu = — .cn —.I1 — 1 — —5]: - [JE — ar 
” N . u „2iK‘ „4 h‘ 1 „(nt (mod. X) 
snc sn? —— _—— 
u) u u 
{ " sn? 7 sn? ;. sn? 
u... Bu E07 ee ER Pe. TR U 
dnx = N‘ dn 2 i Ki! s;gl'* l Ten (mod. ) 
snc? snc? — snc? 
u u \ I 


wenn man zur Abkürzung setzt: 


r n Jill n 4:;L‘' 7 
N = (i- N sn? Pe sn’ v)(1—X? sn u sn’ v) . 





“. (120? me :L‘.sn’ v) (mod. X) 


‚a sn?v \ sn? v d sn? v 
N = I1— — Sy ir .... [ll „n-MiL -| (mod. X) 
a7 WwZz sn? ——— 


oder 





oder auch 








u“ 
Ro sn? a 
N pe l — ik =] | “u... hai | —2)i K (mod. N). 
sn? — sn? —— 
\ u u 
Wird nun » unendlich grofs genommen, un der Modul X\=0, also 
. “ “ - Pi .. 1 d 
L=}r wird, so wird der Gleichung K=uL gemäßs —— — =, 
2 u >K 
u . u u ai’ A 
sn — = sinyu, on— = cosya, din— = |, sm— = sin (an: K’) = 
u nu; u nu, u s u (an ) 


K’ ai kK 


;&in(an KK‘), snc a =='en er —= cos (any: K’) = GSos (an K’); daher 
haben. wir 





tt rn) + amt Euer) 
ee) 


KEN (1 sin?nu )(1 sin?’nu )(i _ _Sintnu .) 
Bee 805?2n7K G05?4nK‘ Sos? 67 K/ 





snu — 




















cnu = 











er A en). 








376 20. Gudermann, Theorie der Mod. - Funct. und der Mod. - Integr. 8. 298. 


(i sin? Er )6- sin?nu re sın?nu 
FR Go5?7 K’/N\N _Cos? 37 K’/ _&s?5nK’ 


sın? nu sın? nu sin’nu 
(14 EIET PETZEH )(a Sm Ro ER)" 
Diese unendlichen Producte stimmen aber mit den Formeln (6, 7, 8.) $. 166. 
völli» überein. 
Auf ähnliche Weise lassen sich die Modularfunectionen als unendliche 
Reihen darstellen, indem man sie auf Modularfunctionen mit dem Modul 
Null, d.h. auf Potenzialfunetionen zurückführt. 


$. 298. 
Umtiormung der Modular -Integrale von der ersten Art durch Substitution »ten Grades. 
wenn n eine ungerade ganze Zahl ist. 
Multipheirt man die Gleichung (28.) $. 295. mit A’ und subtrahirt 
dann jede Seite von 2, so erhält man 
n— NwWsntv—=n—w+udev = 








a ik‘ ef. 4K’ (n—1)i KK’ pay 
dn’z+ du (w + =) + du (u + —)... . + do’ (u u r ) — 2A 
. %Üh’ A Ru A (n—1)iK' 

+ dn (u— : )+dn (u 70 .+ dn en = ). 
cu ‚OK‘ „a 5 anni 
und hierin ist # = in —— + tn® —— + in I... po "Z- 


Diese gr age kann noch einfacher därgostelk werden. Den Formeln 
(12.) $. 295. gemäls ist dnv = 0 für dn@«=0. Da nun dd(A+:K)=0 
und Pan u+Khk+iK') =:k'tnu ist, so erhalten wir, wenn wir v=K-+:K' 
setzen, die Gleichung 
n— uw = +2" — IKT, 

wenn wir zur Abkürzung 

2K' 4K’ ‚6K 
1. Ss’ = sn” —- + sn“ Ye —- sn‘ —— 
setzen; folglich ee sich die vorige Gleichung auf 

w„dn’v = 


— Ks’ + da?’ + da’ (wu + - —) + dn? (u + —).. ..- dn’ (u + - “ u) 
+ dn‘ (u - re + do’ „HR. .—+ dn’ (u BE. oe. en, 


n 


RE IX (ınod. k‘) 


n 


4iK‘ 





e 


Wird diese Gleichung mit — —= 64 multiplicirt und integrirt, so er- 


giebt sich 
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n u.elve = 
4: K‘ I’ AN 


—2k"s‘ ut+elutel(u+ + el (u + - )+-. .+ellu+"” - ) 


+ el (u— zn, + el (u — un ) = + ellu— ” no . wu 
Hierdurch ist bereits die Funetion el» mit dem Modul A auf Funetionen 
mit dem kleineren Modul %k zurückgeführt. Es sei ele=F, wenn v—], 
genoinmen wird, so wie elua=K#& für «= K. Werden die Moduln mit den 
conjugirten vertauscht, so verwandeln sich # in £° und E in E. Setzen 
wir nun v=K, also vo—= 4, und beachten die Kormel 
el(K+u),+telK-—u) = TE, 
so verwandelt sich die Gleichung (2.) in 





3. uf = —?k'.s.K-+n.E. 
Da aufserdem ve =y.%u md L=u.KÄ, also 7 — n ist, so verwandelt 
sich die vorige Gleichung, wenn sie hiermit multiplieirt wird, in 

Ih. A v = —Ik'sf.utn.- - +, 


und wird diese Gleichung von der Gleichung FR subtrahirt, so entsteht 
4. u (elv gt) = 

4iK’ & 

|, Zutelutellur N )+ el (u * — er. + el(u + 2) 


+el(u— =) + el (u — sinn, ..tel (u _ wi Mr )- 


Da el(a+b) +el(a—b) = 2ela— ksua sub(sn(a+b)—su/a—b)) ist, so 
kann die vorige Gleichung auch also dargestellt werden: 


D. u( 





2K 4K 
E sn‘? - pen sn’2 
! ’ 
n(elu— Zu) +2: snu enu dnu I ——— + Mi. 
K ‚24h as 
1— sn’? - dn® u 1— sn‘? —— dn? u 
\ 7 N 
sn’? I u K' 
+ „ 
RP, 
1— sn 2 K,dn?u 
7 
| Wir stellen denselben Ausdruck noch auf eine andere Art dar. Es ist 


zunächst 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XXV. Heft 4. 49 
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Y 


u.(elv— v) — 





2:K 4iK’ 
k’an? —— k? sn? —— 
( E . n n 
n\elu— —u)— ?snucnu du) — m + —ı7E Rp 
t — k? sn? —— sn? u 1— k? sn? —— sn? u 
n n 
n 
k:sn? —--iK 


ne ’ 
1— k? sn? — ’K’sn? 











n 
y . 17 — | * „ 1 1 
Es ist aber kn ——ı K' = —D0 ———, US. W. 
n ee 1 ch’ 
Er Ei iK' sn u 
n n 
Hiernach haben wir 
F E 2snu enu dn« Isnu enu dnu 
6. ii; (el U — v) = DB, (el U = u) . - — uch m 
L K Y i a ik’ ” .gih' 
sau — a —— sn?« — sn? - 
n 7 
j ?snu enu dn 9snu enu du 
en nn RER 
2 2 I n u 7 . j 
sn? u —sn sn? « — sn? - KR 
n n 


Aus der Gleichung (3.) leiten wir eine Gleichung her, welche die con- 


Jugirten Quadranten betrifft. Multiplieiren wir dieselbe mit n - — K', so 


erhalten wir zunächst 
nU’F = —Ik"s.KK'+n.EK. 
Da aber nach Zegendre's Satze ER + E’K'— KRK'= FL + FL—LL 
—1!7, also auch 
nFL’+nF'L—nLL‘ = nEK + nE'K—nKK 
ist, so erhalten wir durch Subtraction 
nL(EY’—F) = (—Tk"s®’-+n)KK_—_nEk, 
und wird diese Gleichung durch L=yu.K dividirt, so entsteht 
EEE .. , 
7. u„(L—F) = Ba Sp — K’+K—KE‘. 
Nach $. 290. ist für «= :K’‘ das Argument vo = niLl‘, also ist auch 
für au= ÜK, v—=°2n:ılL‘ 

Setzen wir nun in der Formel (2.) wirklich vu = 2:K’, also 
e—= 2niL‘, und beachten, dafs el( EK)=%K—E'), el(!mL)= 
In: LZ’—F\, ferner el: KR +W)+el(% K—u) = 4i(K’—E') ist, so ist 

u.2nıLU’—F) = —Yk"s.U:K’+2nıK—E), 
und wird diese Gleichung durch In: dividirt, so erhalten wir wie vorhin 


wuU—P) = - 7 .K+K—E. 


n 
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{ 
$. 299. 

Wollen wir nun Formeln herleiten, welche die umgekehrten sind 

im Vergleiche mit denen $. 298., so müssen wir von der Formel (30.) $. 296. 


ausgehen. Multipliciren wir dieselbe mit A’ und subtrahiren sie dann von n, 
so erhalten wir 


n— u" +u”dn’(nu) = 


dn’v + dn’ (v + ")+ du’ (v + en .+ dn’ (v + nu 
Ins, 
+ dn’ (22) + an’ (o- bh .—+ dn’ (v et L)" 
wenn wieder gesetzt wird s = sı’ = + sı' > + sn’ a P .t sn | L. 


Mt 
Da nach Formel (14.) $.296. dn nu) = 0 für dnv = 0 ie so seizen wir 


e=L-+:L’‘, wodurch wir, da dn(a+ K+iK’) = ik'tnu — 


erhalten : 


Ist. 
tnc u 


n—u"” = —2I+2Xs, 
wenn wir seizen: 
1 1 1 1 
Led ut + 7 +... + ———— (mod.‘\) 
i I. 3 Me J) L „N- -) 
tn? — tin® — tin? — tn? L 
n n n n 


und der vorige Ausdruck redueirt sich also auf 


“ 


udn: (na) = + do +dn(o+)+ an (+ )“ ++" L 
+dn’(— ) +an(v—! En =. .+ dn? (.— > 1 17), 


o ) ’ 
Multiplicirt man diese Gleichung mit un = cv, und integrirt, so entsteht 


2. u“el(nu) = 


N.c+ele+el(e+: a BET ee 





U- 








a 2L ® 4L n—1l 
+el( )+ele- 2)... tele" <L), 
und hierdurch ist die Function el(nw) mit dem Modul Ak auf ähnliche Func- 


tionen mit dem gröfseren Modul ?\ zurückgeführt, welche sämmtlich reell 
sind. Da füre=L, v=K ist, also el(nu)=nE, so erhalten wir 


wW.n.E = 2t.L-+n.F, oder auclı 
3 wE= .L+F. 
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r u [2 . .. 
undnK=u‘.L, also Kr sb so erhält man, wenn 


diese Gleichung mit der vorigen multiplieirt wird, 


Da nu = ut 


y 


E F 
/ ‘ 
er .nu — 2t1.v ir. n 
M-X +n | Akad, 
und wird diese Gleichung von (2.) subtrahirt, so entsteht 


4.  w (el n u)— nu) — 


ei.ä Zehen At. HaCH tel + — -L) 


| 
+el(e— =) + ellr— Bi .+el(v _— L). 
E 2tv F F | E 
1 ); . — —— Pr c hr . . ve. © = eo » din « y E 7 
I. . +4#.7 und nach $. 298. u L® ks ut. nu 
. ° 22T.» y . . . 
ist, so ist — - = 2k"s'u, und da vo =u.u ist, so ist endlich 


AA 
. ui 


Zusatz. Nach $. 294. können aus den Formeln $. 298. und 299. 
noch ebensoviele neue Formeln hergeleitet werden, wenn man % mit \, 


/‘ mit X’, K mit L und KA’ mit Z‘ vertauscht, wobei übrigens nicht die 
(«röfsen selbst. sondern im Grunde nur ihre Zeichen vertauscht werden. 


Hierdurch verwandelt sich die Formel (6.) $. 298. 
J (ela u). 
. K ’ — 


" ! «u u H 7 1 | 
N (el —_—— . ) ?sm — can — dn — —— — —— 
u Bu’ r u u u u in: « iz EM „Ich 
sn? — sn? sn? — sn 
t u u u uw 
| | 
En 2 ie 6 FE ... — m u ie ur ( mod. A). 
„u Sch „u (n—?2).r, 
sn? — sn? sn? — — sn? —Zı KK 
u u u u 


Wird nun die Zahl » vergröfsert, also der Modul A der Grenze Null nahe 


r . 1 4 1) . 
eebracht, so nähert sich der Grenze 7; ferner wrd #=L=!Iz, 
L | y- 


TR T 7 u u ach’ 
el \ = —y4u, sN == en en — Cc0SYU, dn == 1. 28 ) 
u. l u u u 

ah. Fı u‘ h 
=:Cinyak’), n (at ——_, L) — 0; daher haben wir 
E ?n sinyu cosnu Insinnu cosnu 27 sinnu cosnu 
el u ‚su ie / ı fl 7 ] f  — 78 7 Ur +... 
1 sin?mut Sin?nk’ " sintnut+Sin?3nk?’ " sin?nu+Sin?snK’ 
E u 
was mit dem Ausdrucke elu = ut H(u) übereinstimmt, wenn man 


für Hu) den unter (4.) $S. 200. angegebenen Werth nimmt und be- 
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achtet. dafs 
SINE COS« sin 2a 


-— 


ee ee: 


sin?« + Sin: B 7 60525 — cos?2« 


$. 300. 


Umformung der Modularlogarithmen und der damit im Zusammenhange stehenden 
Hülfsfunetionen durch die obigen Substitutionen »ten Grades. 


Pr 


} 





Wird die Gleichung (4.) $. 298. noch mit — dw multiplieirt und 


integrirt, so erhält man sofort 


[2 


I 29? 
; t 
e 


R 
In® — LT‘: —- 


u N. : 4. + Im + Im (+ rin(u+t ZN .+ Im (u+" 'K') 
+ Im CWeL + mu un + Im (0 :K') 
— 2 (Im (I) + 1m pin), + Im( = RK ))- 


I) 
I /Mlen 


E | 
Hl ‚ip + log (775,) 


ferner Ina = E40 log (MR) EEE 
Da ferner Im Frage: u + lo Var und ebenso Im: 


ist, so ist 
' 0g() = 





“- 1 FEN vo (+) (u). (u ik). (7 *“) 
. ” K' ci 2 vhr En 
27 Q 4iK' ER 
ri m( - Jr. 0? ( - iK') 
— log he 
\ 


+ ++ +) tr ER) +  ’®) 
SATTE AH au 2) 


% 


Diese Formel redueirt sich aber auf 
TITOp EN (+2) m(u— er Fuls 4) 11 (u) M° / 
. (+) ln", ik) | 
0) Ya) | ZI X 4h’ yöih N— ee, 
(u nl Yın(* ww Rom ae. Le) 


Setzen wir also zur Abkürzung 
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(= m) m) a)... (8) oder 
1. 
= si Kst (R); (N)... str‘) 


so haben wir den einfacheren Ausdruck 


2, Ho) = y(z).- PiHllur ZT), 


wenn man der Zahl « die Werthe O0, +1, +2, #3, .... +4(n—1) giebt, 


(mod. k). 


' ' 2aikh’ ’ 
und P das Zeichen des aus dem allgemeinen Factor Hu + I) hier- 
N 


Al (+, r ) 


nach zu bildenden Produetes ist. 


kn 1 
Da FIR "Rn pet )=: - - und ebenso auch Hl (v) — 
Y K' K 
(url ) 
l Al(®) . . o. 
7° nn IS so erhalten wir zunächst 
2a’ 
Allv) _  , (#) { ‚fa(e+ | -)} 
snv \m'l M/° TE 4 ER - 
keH gr ) 


Aufserdem ist sn? = =Y(G -) p! SD er und wird die vorige Glei- 


chung hiermit multiplieirt, so beach wir 


3. Alv) = =V(£ -} Pfal(ur 2). 


Benutzt man auf ähnliche Art, wie vorhin die Sinus, noch die Cosinus und 
Differenten, so entstehen 


4, Bl v) — SIE: a“ P'Bl (ur 2ai K’ 


5. 6Gle) = 2yG -). P nen } 





ru? 
Nach $. 185. ist Hlu= e **, Blu, und ebenso ist 


m? 


Br me Die, 
v? nu? 


’ uw? ro, 2 En ; 
Da aber LL’ = — . KK’ und ” = u?”.w, also ID KR ist. so ist 


N 


Hiv = e ##,. Br. 


Werden diese Werthe benutzt. und hiernach alle in der Kormel (2.) ent- 
haltenen eyklischen Hülfsfunctionen in hyperbolische mit dem conjugirten 
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Modul umgesetzt, so erhält man nach einigen leichten Reductionen, wenn 
man zur Abkürzung 


V =: Br (2 = ) Br (27) i 3 (2) Bl e ” . ;K') oder 
L = we(3) . Br ( »..) 2) RE 


setzt, die Kormel 


6. 


/ 9) . 
SAY /as\ » Br ( > ach ' 
I. ADU (0) al). PB (u + )t. 
x ii Wu kN Hu 
Beachte { als nac N. 92. Dlu = - =— i> — 
eachtet man nun, dafs nach $. 192. Bl’« u Ye NE) 
y r 2 
vh. ws ist, so erhält man noch 


dn u 


8. A’) = Ve ).P [ar (+ N, 
9. Hl) — 2: Ver Y. p': Ar (w „+ BER i 
)i 


ran ——  1.//V Irre 2arkh’ 
10. Gl) = j3 V(a)-k ‚St (u-+ %*— 
Nach $. 191. ist 


Hl(a+b).Hl(@a—b) Hla tg a 
Zn: ; une © "= Ip (1— k’sn’a sn’ b). 
h it Allatb) 
ner ist Hlia+b) = — 
Ferner ist Hl(a+b) Vi'alarby’ also ist 
Alfa -+b).Al(a—b) TOBR Ala ) in 
sn(a+b).sn(a—b). U?)  \snaVh wre, 
' sn? b 
Ü —b) Fr 
und da m. 6 ea = u sn? « ist, SO ist 
sn? « 1 — k2sn? a sn?b 
Al(a+b).Al (a—b) Alu sn? bh 
a 
Setzt man in diesen Formeln noch K— a statt a, so verwandeln sie sich in 
Gl(a+b). Gl(« — b) Gla .? 2 2 
er er Val Er; 1 — Ak'su’dsnc’a) und 
Bl(a+b).Bi( di) _ _ (Mey (ie u. 
HH?)  T\yk snc? s’ 


Hiernach können die Formeln (2. bis 5.) auch also dargestellt werden: 
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an, ( #) Hl f sn?u\/ sn? u sn? u . sn?u \ 
(9 a , . u) . |— Eu; ee ee u.» ng 
HI(e, | Br : „iK „si 1 BiK’ „n—2.,. 
sn? — sn? —— sn? sn? — —ıK’ 
\ nF n n n J 
UR\/ 4KN\/ 6Ä\ RE 
YI ee sn? —— sn? ——I.... sn?" —_;K) 
N n n 7 
Alv) = | | Alu)". l— — | I — ———— Hill eycıın C l— ne —H, 
11. \ \h‘ \ sn’u /\ sn? u \ sn?® u sn’u J 
Ass; HE Yarın f sne? u \/ sne?’ u \/ snc? u 7 sne?u \ 
(vr) = |( .(Glu).1— l—— - l— — ee  — 
G ‚hi ) Glu) ‚iK 3iK 5iK‘ | n—2 
sn? sn? — 2° — sn? —— iK’ 
\ n \ n L N n ) 
RN HERNE RN ul 
Jar su? — sh? — un +e sn? - fee iK’ 
Bl m Ye ( E 4 71 ” f — | — — ——- Dos oö L— — E —— 
) | \ >) - \ snc? u J\ snc? u snc? u sne? u 
’ Ben (a b) (a—b) Bla re . 
Nach $. 213. ist er -— (> 5): (I—k'sn’asn’d), und da 
1 A v Hu Su. i 
ferner Blu = .——— )—-.-— = yk'.——— ist, so-ist auch 
' Vk’sn« k cn“ vi dn « P 
Ala+b). ’(a—b) WW a\? (1 sn? b 
800  (\vr)' sn? «u 
Hrlar+b). Hl’ la—b) __ (AV e\. (Hu sub \ 
Br 7 — \yk sne? ) 
Slla+b).GSl' (a — -b Sa ’ 2 anne 
un Br var er, 1— k’snc’a su’ b). 
) t 


Hiernach können die Formeln (7. bis 10.) auf ähnliche Art umgeformt wer- 
den, wie die Formeln (1. bis 5.) umgeformt worden sind. Man gelangt aber 
zu denselben Resultaten noch einfacher. Es ist, wie schön gezeigt wurde, 


1? 


Hilo = e 4,3 l’e und auch (Hlv) = e Takk (Blu): 
daher haben wir die Gleichung: 
Hiv Ps Bl’ 
(Hiu)" — Blur" 
Ebenso findet man die drei Formeln 
Al» Av Bl: Hl Glv Sr 
(Alu)" 2. (Au? (Bl e)" (Hr u)" und (Gl Da un (GP a)" ? 


und ihnen gemäfs darf man in den Formeln (11.) statt Hlv, Alv, Glv, Bir 
der Reihe nach setzen Bl’v, Al’o, Go» und HSlUv, wenn man gleichzeitig 
statt Hlw, Alu, Glw und Bla der Reihe nach die Funetionen Bl’u, Al’, 
(la und Hl’ setzt. 


$. 301. 
Durch die vorhergehenden Formeln werden die Modular-Logarith- 
men und eyklischen Hülfs- Funetionen mit dem Modul A zurückgeführt auf 
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gleiche Functionen mit dem Modul k, (die hyperbolischen Hülfs- Functionen 
mit dem Modul A’ auf gleiche Functionen mit dem Modul 4‘). Wollen wir 
Formeln herleiten, welche in Bezug auf die vorstehenden die umgekehrten 
scheinen, so müssen wir von den Formeln $. 299. ausgehen. Multipli- 


R 
ciren wir zu dem Ende die Formel (4. $. 299.) mit au = 0v, 80 er- 
halten wir 
E (nu)? 
1. In(nu)— x . 
= —n.z.3e + lm +im(o+ N) +m(e+:2)... .+ Im („+" —L) 


+ Im(p— = re, .. + Im (» — = L) 


N 
— (2ln + 2m .... + 21m 2). 


E (nu)? Hl(n u F 2 Hiv . 
Da nun Im (nu) — cr. 5 = ARE ferner Imvo = [te +log. 7; ist, 
so reducirt sich die Formel, wenn man zur Abkürzung 
L 4L 6L 
= (5 ).m().m(“)....HI(L) oder 
(mod. A) 





2. ya) | 


setzt, auf die Bee 
3. Hin) = = YG ).Hlv.HI( +). HI +0)... .HI(L+e) 
2L n—1 
HC e).HI(—)... HL). 
Hieraus folgt nun aber auf ähnliche Art, wie in 8.300. gezeigt worden ist, 


4. Alla) = 2. (5). Alv-AlC tr). Al tr)... ‚AlY—L+v) 


Al Tr). Al =)... Alt Lo), 
5. Bl(nu) = -/(z )-Blo.BIE+r).BI+r)....BIÜTL+o) 
‚BIC=—r).BI(—r)... ‚BI L—v), 


6. am.) +r)... el L+e) 
‚Gl r). se) 4 ‚GIF Le). 


Orelle’s Journal f, d.M. Bd. XXV. Heft 4. 20 








=} 





1 
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Hierdurch sind nun schon die Modular-Logaritimen und die cyklischen 
Hülfs- Funetionen des Arguments nu mit dem Modul % auf ähnliche Fune- 
tionen mit dem gröfseren Modul A zurückgeführt worden. 

Es können die vorigen Formeln auch also dargestellt werden: 


(Hilo) lo \ 


n r 2L D) b) 41 p) n—l 
vr lv ;) (IR? sn? — sn?®) (1-: k* sn? — sn’v) . (1 Rn? ——L. sn’v), 
) / N n n 


„24 d AL | 
r sn? 4) sn? — L 
an SE 7 ı)\ n 1 nm N 
| AL ! sn? v sn? Fa ri WE sn 2 3) ? 


Bl(nu) __ Bl 4 n e a 1 BE... | 
VRri—rAyy “w on snezvo/""\ snc?v 7? 

Gl(nu) _y/Glv\ 2 Y 2 nl v) 
zr = _, ) (iR su? — sne’v | 1—k’ sn’ 2 snc? v).. ‚(1—k’s Ss U L.snc v). 
Es it K’=yw.L’ und K= .L, also KK’ = ".LL‘, und da (nu)’ 

— u“”.v” ist, so ist 


(nu)? nv? 
KK’ zu LL £ 
sı(nıu)? ru? 


Da nun Hi(nu)=e **,.Bl(nu) und Hliv=e *".Bl’(v) ist, so fin- 
det man 


Mau) __ Bllnw) „ Alnu) _ WUlnu) Bl(n«) Hl (nu) 
(Hilo 7 Bra, ud ebenso in = Tuer’. Mor 7 (Ho 
Gen) __ Ska) 
und Tan = Tao 


Demnach darf man in den Formeln (7.) statt Hl(nu), Al(nu), Bl(nu) und 
Gl/nu) der Reihe nach setzen Bl’ (nu), M’(nu), Hl’(nu) und Gl (nu), 
wenn man gleichzeitig statt Hlv, Alv, Blvo und Gl» der Reihe nach Bl’, 
Ale, Sl’v und Sl’v setzt. 

Zusatz. Nach $. 297. können nun auch die so eben entwickelten 


Formeln ihrer Zahl nach verdoppelt werden. Die Formeln (11. $. 300.) 
verwandeln sich in 














& u | d u — Ir sn? Z \ sn? = 
u L 
vr = wi L— „e[- RR l— - (ni (mod. A), 
sn? —- sn? ———— — 
u > a; u 
9 ‘ 7% „11,Kıt 
A " | sn? und { Fe ee an 
AM u a0 AL v 
— 2 r 1 iz Pe — BE a 1 0 A u...» 1— aaa (mod. N)» 
da de | sn? > | sn? — sn? 
[1 it u 
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Gl | u sne” — IT a sne? "nn 
„= 1345] + 1] 1 l ( 
bulBluer 2 BES II 5 Mn mod. A). 
d ’ ‘ K' = Ä 
vı v4 sn? iR en on2 3 un Sir 
u 
TG UK’ 4 “ ( y ‚K'n 
Bl Bl w | { sn? n Yf sn? mic { sn? ” Pr 
m u‘ BER. u: er TE BR ' 
vivo): l ne | je l e- (mod. A). 
sne? - snc? — snc? — 
u J U u 


Auch in diesen Formeln wollen wir » unendlich nehmen, wodurch be- 
kanntlich der Modul X\=0 wird. 


"\) = 


. Hu 1. 
Es ist, log —_— = Im(, Je Ä 5 —. Wird nun der Modul 
1 u (yu)? | . 
\=0, also — =n gesetzt, so wird Im (-) = -——; ferner wird F = 
Hu (Zi 
2 ey ö Hl — 
u 4 a Ta a a: en ai 2 
L=}47 und (3) = (yu)’, also wird log 62 —= () und also mag „= 


Hiernach verwandelt sich die erste der vorstehenden vier Kormeln in 


u ykfi I+ a un 2 tk AN ek) eo. 


Sın“/ 7 K 





Da nun aber Alu = yYk.snu.Hlv, Blu = 1 enu.Hlu und Gla — 


dn«.Hlu . 
re ist, so erhalten wir, wenn die in $. 297. für sn, en und dn« 
v 


gefundenen Producte substituirt werden, die Formeln 
V(kk) . ( sin?» sinn sin? 7 
B, u - Ssıuınull+ — „(i —— Bi Ben PR 
y A N tem: Ink’ + &inmK 14 Einzonk 
sin? 7% sin? nu sin? % 
3 Blu = y.chsgu. (1 Et )(g- Smenu (same) 


. sin? nu sin? 7% sin? n% = u 
4. Glu= (1-1 „(1 Sr (1 ” 
So5?2nKÄ‘ 605? 37 K' &03? 5nK’ G0827nK’ 
welche mit den im $. 186. gefundenen übereinstimmen. 


$. 302. 


Umformung der Modular-Integrale der zweiten Art durch Substitutionen »ten Grades, 
wenn » eine ungerade ganze Zahl ist. 


Wählen wir aufser den durch die Gleichung v = yu.u mit einander 
verbundenen Argumenten u und v noch die Argumente «‘ und v’ so, dafs 
auch © = u.u’ ist, so ist ebensowohl 

v+v = u(wW+u, als v—v = u(w—u), 
50 °* 
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mithin dürfen wir in den sich auf die früheren Umformungen beziehenden 
Gleichungen durchweg u +u‘ statt u setzen, wenn gleichzeitig v +v‘ statt v 
geseizt wird. 

Hiernach erhalten wir aus der Gleichung (2. $. 300.) sofort 


Ioe /’Al(v +2 ı I ae 


a tor A (ut ) | 


wenn in dem Summen- Ausdruck auf der rechten Seite « die Wertlhe 0, 
+1, +2, +3, .... +4(n—1) erhält. 

















u A Ba At ee B Zn Bi u : BR 
Da aber Ov u.09u’, also Er: Fr (. + 2R)) ist, so ist 
auch 
Ä 
3 log Hl (+ un, 
log lllv = Ss u 
Ber | ( 2aiK' n 
olw‘ —) 
n 
Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir zusammen durch Subtraction: | 
ö log Hl yanı (v+V) 
ov Ym®-» 





— 3. ec m 
% (ER) (uw 2 #) 


[ö og (+, en) fr (ut + =) 
.u — log | 


oder auch 








/ 2uiK‘ 
ut — -J 
/, Hl(v tv ai RR: 1, 
ye), Bee o' En FOR L 
H (0). — log Y nn = sluw+ + .u— log ERS 
\ n 


Nach Formel (1. s. 202.) kann aber diese Gleichung einfacher also dar- 
gestellt werden: 





I. So) = sIS(u, en, 


Differentiirt man die Formeln (5. und 4. $. 300.) logarithmisch, nachdem 
zuvor v statt v und «’ statt « gesetzt worden ist, und multiplieirt die 


9 u). 


- a r ” ar 
neue Gleichung mit „mu, so erhält man 


Ge. = Sol), Be. = SR 











Werden diese Gleichungen mit («.) verbunden, so erhält man, den For- 
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meln (2. und 3. $. 202.) gemäls, 
2.  elo,p) = Sic ln, u + iE)}, 


3. Dev) = SO w +), 


Setzt man hierin noch w’ö statt w und v’z statt v‘, so verwandeln sich 
die drei vorigen Gleichungen in 
ak 
sSww+)) 


ie 
4. | ‘(v,v‘) = sic (w, re) 





N 


)’ 
Da») = S1D(ww +), 


und die Gleichungen v = u.u und v'’=u.w gelten auch nun wieder. Ohne 
das Summations- Zeichen sind ar Gleichungen 


Cor) = Cww)+CluwW+)+Clww+ —.K' 
+ ofun 4 ofen). Our 
Do‘) = Dia) + D(uw+ 7) + Du +)... +D (uw +" TUR 
+D(u Hl = ..+D(uw— IR 


Aus Formel (4. $. 300.) folgt 








Br N 
log = Sl log jr AYeOR EL 
Bl (v + v') Bin Bl (v + v’+ nn 
Aufserdem erhält man die Gleichungen 
B(e).v = S'Blw+ Hu}, 


u 





L 


Gev)v = SIG (u + 9 u‘, 
\ 
L 


H(v').v s'u(w+ nr, 


und daraus, den Formeln (1. $. 203.) gemäfs, 
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|. 


{ SC (v, v) — 
re (uw + )+ Sm + eh S(uw+"iK') 
+S(ww—“ )+S(u VE. OR + Su" Re), 


ev) = 

P  . | 4K ech 

3.3 EC (u,w) + Clu, wW“+ — )+ B (u, w“-+ u) + 8 (u, uw+ u. ;K') 
w 2K‘ £ 4K' a2 

+ D (u, u — — )+ DB (u, u — == Ih Ss (u, u — ; :; ik), 





"SD (dv, v( ee 
T ih ION h' ra\ / n—1. dB 
j il, u J ı': D(w, (2 + — ) +'T (w U + 5 *) ...o + > (u, u -r ru K ) 
\ / uk h’ wi 4KR k' n—1 .ır h 
-‘ ° A ‘ AH) mes ‘ / “7 / 


Setzt man auch in diesen Formeln «3 statt «‘ und v’2 statt v‘, so erhält man 


) 'S(v, ©‘) u 

Su) + SD (+ g- ) +8 (uw + + Su r is K.). 

Z0v S(a, e— 8 K). 
Cor); = 


6.) C(uu + Cu, w“+ Sg +C (u, u + we + Cu + — K') 


L ] 
+ Du — 








+ Ce) 4 lu). ln ER) 
Due) = 

Dia) + D(uw+ )+D(uu 4 IT RR RR -—K) 

+ D(uw— = 2x + Du)... + D(ww—"—UR"), 





Durch die vorstehenden Formeln sind die Modular-Integrale mit dem Mo- 
dul A zurückgeführt auf ähnliche Integrale mit dem Modul %, welcher klei- 
ver als A ist. Die umgekehrten Formeln haben dieselbe Form. Man hat 
in den vorstehenden Formeln nur © statt u, v’ statt u, nu stait ©, nu’ 


E 


- L ‚K ıL h 
statt ©, A statt A, A stalt \, — statt "— oder —, statt — zu setzen. 
! 1 t n 
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$. 303. 
Differenzial-Gleichungen für den Zähler und Nenner der Substitution »ten Grades, 
wenn n eine ungerade ganze Zahl ist. 


Setzen wir 2=y%k.snu und X=yX.snv für v—=u.u, so ver- 


} 6 ’ \ j 1 zer 1 
wandelt sich, wie oben gezeigt worden ist, sn» in ar oder A in -—... 
vo 


2 r 1 i 1 
wenn sich sn“ in ee oder z£ in verwandelt. 
vw‘ By 


Auf ähnliche Art wie in $. 164. findet sich, dafs man setzen könne: 


m-Ll m--? 1 


y_ 48 ta a’ tu EEE una ri Im- Imst 


_— 7 7 fürm = I(n—I1) 


l 2 
1--a.2?+a.r! JE 





r 


‘ Ü 
oder 2a +1 =n, oder auch X = jyy, wenn man setzt: 


m m-i m—? 1 
U=a..+a.20°+u.20... a2 +2t, 
1 2 m 
= 1+ar+ar+....+u.2”. 





vVh 
Auch findet man leicht den Coefficienten a. Es ist nämlich Dun —= y, und 


also rückwärts 


m F 
1. dä je u. Vz * 
’ a 1 ’ 
Setzt man wirklich „ statt x, so verwandelt sich 


NV 


‚N 


U im — und V in 


Aus der Gleichung z = yk.snu folgt 


en 0X et una 1 
= Yayaanfe r a=ılktz), 


und aus der Gleichung X=yX.snv folgt ebenso 








0X dis I\ 
„= ya hkpmt (+ }: 
. [4 0x NEE of 
daher ist uyz- Va-Rerrrı) ” NER ER ‚ oder auch 


ax ı  di—2p+ X 


2 ir fe | k | ir 2 rt 


Der ersten von den Formeln (12. $. 295.) gemäls ist 
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„uk —1., 
Vh”"snu (on: u— sn? —) (sn: u— sn? ni Ach ? u— an?” ;K') 
n 











‚ en sn? u ( sn? u ( sn? u 
„ih’ „3iK‘ En A Ta 
sn sn sn? —— ıK'’ 
N n n 


und wird dieser Ausdruck mit den vorigen verglichen, so hat man 
2 „2: K . 4:iK’ 
U—yk.snu u(sn?u — sn’ SE ) (sn? — sn? =) .. (sn? u— sn? —— GR‘), 
ı 


sn? u sn? u sn?’u 
j — | |— re TI 1— am TE 5: .... 1— | 
Ä 





iK „ak „n—2, 4 
sn? — sn? - sa? ——ıA'. 
\ 7 n n J 


Der Ausdruck V kommt auch in der ersten der Formeln (11. $. 300.) vor: 
daher haben wir einfacher: 


2. = (Mey, (Ay 
2. V — (7) . 7) oder 
FOR. , SU RE Hlv Hl 
log = log (y,)— los (yır)- 
Da ferner nach $.1711.A = yı.sıt = m. un - ist, so haben wir 


. Um a (me ) oder auch log U = log (77) — n.log (=). 


a und Im a — E je = log © 2); 


Nach $. 183. ist Im? — 2 Lv’ = log ( K ar 


IL. 
daher haben wir 


logV = Ime — Leon (In U—- +) 


d 


F E 
In $S. 208. wurde k.—.t= —Ik".s‘. utn. Zu sefunden; wird diese 
® . “ . F n u) n 
Gleichung noch mit — mu multiplieirt, so erhält man x 1v’ = — k"7s'.4u 
E a ; 
l - . . . 
+n.7..3%, und es reducirt sich also die vorige Gleichung auf 
logV = Ine—nlmu + k”s‘. ur. 


Differenziirt man diese Gleichung zweimal nach einander nach a, so er- 
hält man 


i (° log .) 
0 _ — 
cOH ) ) a) f ) ‘ > ) 7 
— = udiv—ndnu+ rs = —n+rks— urn. A tnke., 


cH 


und da nach $. 298. " —n + ?2k”s' = IA‘ ist, so reducirt sich die vorige 
Gleichung noch auf 
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( olog er 
ee > —- = IE — WR. A +nk.a 
„2K' 4K’ ‚6K’ aNn- - 
worın = tn” >= + in” > in - .... + tn“ — a K'. Setzen wiı 
= —.+ „se ber 
tn? — tn? —— tn? — we Tg 
n N N n 
so haben wir auch 
F (- olog V 
du ) 





e = Ir— u ‘.AÄ’+nkr. 


ou 





Wie in $. 164. findet man aber 


er 
h ou fi h( 1—2ex? +rr‘) rd 














I pr - Zu VW . dr? 
has an) 27 Atze pe) (ar) 
r x v’ "\dr/" 


Wird dieser Werth mit V* multiplieirt und beachtet, dafs V’.X’— U’ ist. 
so erhält man 
Vo:V 


ki—Rar’+ x). a ku—2ar +2"). bad a +k 22° —2ax). 


— 2r.V’— wrU’+nkaV’ 


VoV 


Fe. 


oder auch 





)2 V ce V 0 7) Pr ( V: \ 
/ um p) Se | 2. BEE u Be J 
hu un tz >(v.‘ dx: 0x’ 0x a Flur 
4 2, 
= (!kt +na)P’— 7 .U”. 
4 . . 4 . . P4 1 1 
Setzt man in der obigen Gleichung u +iK’ statt u, also — statt z und - r 


r 


- 100 4 + MEPTETR LET: ; 
statt Ä, so bleibt dw ungeändert, aber V verwandelt sich in I» also log I 
ın logU—nlogx, daher erhalten wir 














J | 
(© log U ) 3 Olog.r i) 2 | 
ou a du 7 0.0 er + nk 
ou . on ki Pr x 
En) 
ou r E. . 
Da aber E = kr’——; ist, so erhält man 
‚,o?U oU oU‘ o(U? 
- { —. ww ee — 
5». d—2ur +2) (U 7 Hier 7 Fr — (a2 —1). 3 


” 2A ur 
—= (Ikt'+ne) U— -— v*’ 
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Wird diese Gleichung mit der vorigen verglichen, so zeigt sich, dals sich 
die eine Gleichung in die andere verwandelt, wenn man U mit V vertauscht. 
Substituirt man in einer von diesen Gleichungen die Polynome 


m m—1 m—? l 
U= ur+a.r”+a.r... tar” +e”t und 
ı 2 m 
V=1+tar+ar-...+0.2”, 
so kann man dadurch eine Recursionsformel herleiten, welcher gemäfs man 


1 2 3 m 
dann die Coeffieienten a, a, a .... a recurrirend berechnen kann. Die Aus- 


drücke dieser Coöfficienten werden aber ziemlich zusammengesetzt, und 
da ihre Anwendung überflüssig ist, so übergehen wir die Angabe der Anus- 
drücke der ersten von ihnen. 

Schlufsbemerkung. Die Gleichung x = snw lälst sich auch 
durch eine Substitution nten Grades unter der Voraussetzung, dafs x eine 
serade Zahl ist, in eine ähnliche Gleichung mit einem andern Modul um- 
formen, wobei das Argument % wieder mit einem constanten Factor u 
multiplicirt wird. Es bietet diese Umformung wenige Schwierigkeiten dar; 
sie scheint aber wenig interessant, und daher übergehen wir die Aus- 
führung derselben, zumal da der in Ansehung seiner Anwendungen allein 
wichtige besondere Fall für a=N schon in $. 51. bis $.54., ferner in 
$.82. und 83. und in $. 251. bis $. 253. umständlich behandelt worden ist. 

Verbindet man die Formeln für ein ungerades n mit den so eben 
senannten für n—?, so übersieht man sogleich, welche Formen die zu 
substituirenden Ausdrücke haben werden, wenn der Grad der Substitution 
durch eine beliebige andere gerade Zahl ausgedrückt wird. 

Der folgende zweite Theil wird die Behandlung der ebenen und 
sphärischen Modularcurven, der Rectification und Quadratur der sphärischen 
Kegelschnitte und hauptsächlich eine Theorie der sphärischen Kettenlinien 
enthalten. Die Untersuchung dieser statischen Curven, in ihren verschiede- 
nen Formen, erfordert die ausgedehntesten Anwendungen der Theorie der 
Modularfunetionen und der Modular-Integrale, wodurch allein die merk wür- 
digen Gesetze dieser und auch der reciproken Curven ermittelt werden 


konnten. 


Beschlufs dieser Abhandlung. 
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21. 


Aufgaben. 





1. W enn »n eine positive ganze Zahl ist, und man setzt die 
te Potenz des Polynoms +42 +%x’+a,2 ....a,2": 


(+42 +00 + a,0°... +0,20” = 4,+Ar+A2°+A,2....+A,0”, 


so wird bekanntlich jeder beliebige Coefficient A rechterhand, z.B. A;,. 





durch 


i eo !ı 8, Ek 
1 ( 2.Ich..eMXU, ol, sy see, } 
76. 7 Dana” 75 9 OR SE©T DE. De ERBEN» DE: DE Ve 
ausgedrückt, wo den & alle die positiven ganzzahligen Werthe zu geben 
sind, welche die beiden Gleichungen 


sta +2 +5... +5 = m und 
tr +35... the = k 


zugleich zulassen. Von den auf diese Weise entstehenden Gliedern ist 





A, die Summe. 


Ferner ist bekannt, dafs die Anzahl der sämmtlichen Glieder Jer 
Eutwickelung von („+ a2 +@x2°....+a,x")”, mit gleichen oder un- 
gleichen Potenzen von z, allgemein durch den Binomialcoeffieienten (n+n),, 
oder, was das nemliche ist, durch den Binomialcoefficienten (m + n), aus- 
gedrückt wird. 

Es fragt sich nun, welches der allgemeine Ausdruck der Anzahl 
der Glieder in jedem Coeöfficienten A, für ein beliebiges Ak sei. Die 
Summe dieser Zahlen für alle verschiedenen Werthe von A, von 1 bis mn, 
wird dann (»-+-n), oder (m-+n), geben. 


2, Wenn man 


AFF)AHFL) I HE) HT)... ins oo =1I+ AT nUÜ+HrN,C+r,Er.... 


setzt, so drücken bekanntlich die Zahlencoäflicienten A aus, wie oft ihr 
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Zeiger aus den ungleichen Zahlen 1, 2, 3, 4 .... durch die Addition zu- 
sammengesetzt werden kann: z. B. der Coefficieut A, zeigt an, auf wie 
vielerlei Art die Zahl n die Summe ungleicher Zahlen aus denen 1, 2, 3, 
4 .... sein kaun. Es hat keine Schwierigkeit, die Coefficienten ? der 
Reihe nach aus einander durch die blofse Addition zu finden. Euler z.B. 
lelırt es im 16ten Cap. des ersten Bandes der „Einleitung in die Analysis 
des Unendlichen”: aber es läfst sich ein direeter Ausdruck verlangen, der 
?\,„ unmittelbar durch n giebt. 
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